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Mathématiques 3Ms 1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

1.1 Résolution d’'équations polynomiales et factorisation de polynomes

Pour étudier des fonctions ou résoudre des problémes algébriquement, il est indispensable de savoir facto-
riser et résoudre des équations.

e Si c’est possible, on commence par mettre en évidence.

La suite dépend du degré.

Pour le deuxiéme degré, on choisit parmi les méthodes suivantes :

’ e Identités remarquables

Exemples :

a) Résoudre 9x> —4x=0.

X(9x%—4)=0 XBx+2)(3x—-2)=0 S={o .2 %}

b) Résoudre 16x> =8x— 1.
16x> —8x+1=0 (x—1)%=0 5={i}

e Trindbme unitaire‘

Exemple : Factoriser —x? —2x + 15.

—x?—2x+15=—(x*+2x=15) = —(x+5)(x=3)

e Formule

Exemple : Factoriser 10x> —13x —3.

A=(~13)>=4-10-(~3) =289 ~(-13)+v289 _ 3 —(-13)-v289 |
- B 2-10 _2 2.10 = 5

2 22 _§>< N oo
10x% - 13x 3—10<x - x+5>—(2x 3)(5x+1)

Ds, Dc 2 2023-2024
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1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

Pour les degrés plus élevés, on choisit parmi les méthodes suivantes :

¢ Identités remarquables

Exemple : Factoriser 9x° — %
93 — 132 - %(27)(3 —125)= %(3x —5)9x% + 15x +25)

e Changement de variable

Exemple : Résoudre x* —5x>—14=0.

¥ =5y—14=0

S={i\ﬁ}

y-NDy+2)=0

Exemple : Factoriser 3xt—x+3x—1.

= 43x—1=CBx =D+ 1Bx= D=+ DBx =D =(x+ DH(x>=x+1)GBx—=1)

e Division

Exemple : Résoudre 6x> —17x*> —4x+3 =0.
"suspects” : les diviseurs de 3 donc +1 et +3

P()=6-17-4+3+#0 P(-1)=—6-17+4+3+#0

3 est donc “coupable”.

P(3)=162—153—12+3=0

On divise 6x® —17x?> —4x+3 =0 par x—3 et on écrit I'égalité fondamentale.

6x> —17x> —4x+3=(x=3)(6x>+x—1)

On résout x—3=0 et 6x>+x—1=0.

11
S={3;—— ; —}
23

Ds, Dc 3
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1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

1.2 Résolution d’équations exponentielles et logarithmiques

Une équation exponentielle est une équation dans laquelle la variable apparait en exposant.

e On essaie d’isoler I'exponentielle pour appliquer log, et le fait que Ioga(a") =k VaeR;\{1}etkeR.

Exemple: 9% '4+4=7,

_ 1 3 3
931 =3 5x—1=logy(3 Sx—=1=7 10 S:{_}
x 90) 173 =10 10
ou
(3% =3 3Dl 0x—2=1  x=- i}
10 10
’. Dans certains cas, il faut faire un changement de variable.
Exemples :
a) 4% -21.2¥=-5
414 -21.2+5=0
X 2 X 2 1
y=2 y =4 4y -21y+5=0 y==-o0ouy=5
x=-2ou x=10g,(5) S={-2; log,(5)}
b) 1+e¥=2.e72*
l+e™*—2.e =0 On multiplie par e?*. On a le droit car e** #0. e +e*—2=0
y=e* y=e* V¥ 4+y-2=0 +2(y-1)=0 y=—2o0uy=1
x=In(1)=0 S ={0}
Remarques :
lo L |
log,(x) n‘est pas défini si x 50‘ ’ log,(1) =0‘ ’ log,(a)=1 log,(x) = 9() _ Log() _ In(x)

Ds, Dc
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Mathématiques 3Ms 1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

Une équation logarithmique est une équation dans laquelle la variable apparait dans un logarithme.

’o On essaie d’isoler le logarithme avant d‘appliquer exp, . ‘

On peut parfois utiliser les propriétés des logarithmes pour y arriver :

[1og,(x - ) = log,(x) +10g,(») log, (%) =10g,(x) ~log,(») log,(x?) = glog,(x)

Remarque : Comme l'utilisation des propriétés des logarithmes peut générer des solutions ”parasites”,
il faut contréler que les réponses obtenues ne posent pas de probleme dans |'équation de départ. log,(x)
n’est pas défini si x <0.

Exemples :
a) log,(x*>—3)=0
x2=3=20 x2-3=1 x=4 x=2 Vérifications : log,(4 —3) =0 S ={+2}
b) 2In(7x=3)—1=4

c)

5

In(7x—3)=% Tx—3 =g T —3=1/5 . e7+3
5

Vérification : 2In(vVe3+3-3)-1=4 S:{ e7+3}

Log(3x —4)+ Log(10x —4) = 2 Log(5x —2)

Log ((3x—4)(10x—4)) =Llog ((5x—2)2) Bx—4H(10x—-4) = (5x—2)2 30x2—52x+16 = 25x2=20x+4
2 2
5x°—=32x+12=0 x=§0ux=6

Vérifications :

On doit éliminer % car on obtient des Log de nombres négatifs et des Log(0) en remplacant dans
I’équation de départ.

Log(18 —4)+Log(60—4) =2Log(30—-2)

S ={6}

ex.1.5a 1.6

Ds, Dc 5 2023-2024
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1.3 Résolution d'équations trigonométriques

Les solutions des équations trigonométriques doivent étre données en radians.

Une équation trigonométrique a soit une infinité de solutions, soit aucune solution. Dés que |'on trouve une
solution, il suffit d’ajouter un nombre entier de tours, donc k-2z avec k € Z, pour obtenir une autre solution.

1, cos™! et tan”!.

La calculatrice permet de trouver une des solutions en utilisant les fonctions sin™
Le tableau des valeurs particulieres devra étre utilisé chaque fois qu'il est possible d’obtenir des valeurs

exactes.

En utilisant le cercle trigonométrique et les symétries, on trouve la deuxieme "famille” de solutions.

A

tan(a) =tan(z +a)
1

sin(a) = sin(z

a) = Cos(—a)

1.4
’osin(x):cavecc>louc<—l == S=®‘ ’ocos(x):cavecc>louc<—l - S=®‘
Exemple: sin(3x+2)=6 = S=0
e sin(x)=cavec —1<c<1 = S={sin"(0)+k2z VkezZ}u{zx—sin" (c)+k2z VkEZ}

Exemple : Résoudre et énumérer quelques solutions : 2sin(x)+3=2

o=t w(d)E ()

Bz _z Uz 2z ot Wz sm In 19z
6 6 6 6 6 6 6 6
e cos(x)=cavec —1<c<1 = S={cos N e)+k2r VkeZ}U{-cos ! (c)+k2rn VkeZ}

Exemple : Résoudre et énumérer quelques solutions : 2cos(3x)— \/§=0

V2 - V2 r z T 27
= — B = — = — 2 = _— —_
cos(3x) 7 cos < > ) 7 3x i4+k y3 X i12+k 3
S—{+i+k2—” Vkez}
12 3
_L= _I= z oz et YL 9 _E In
12 12 12 12 12 12 12 12

Ds, Dc 6 2023-2024
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e tan(x)=c avec ceR = S ={tan"!(c)+kx Vk € Z}

Exemple : Résoudre et énumérer quelques solutions : tan?(x + %) =3

T o e B

3
T T T V3 T T
—==+k =—+k —=-=+k =——+k
x+4 3+7r X 12+7r x+4 3+7r X 12+7t
T
S={l Kz Vk z} {—— ke Vk z}
12+ /4 € V] 12+ T S
_lz oz Bx 2 ot 9% 7 5r 1z
12 12 12 12 12 12 12 12
e Dans certains cas, il faut faire un changement de variable.
Exemple : 2cos’(x)+cos(x)—1=0
y =c0s(x) 2y2+y—1=0 yzéetyz—l cos_1<%)=§ cos_l(—l)zn

s={sZ+k2rvkez}u{r+kn Vkez}

e Dans certains cas, il faut utiliser les propriétés des rapports trigonométriques :

sin(x)

tan(x) = et sin?(x) + cos?(x) = 1
cos(x)
Exemples :
a) sin(x)+cos(x)=0
sin(x) = — cos(x) sin®) _ _ tan(x) = —1 tan~!(-1)= 3z
cos(x) 4

S={¥+kﬂ‘v’kez}

Remarque : On ne peut diviser par cos(x) que si cos(x) # 0. Il faut donc vérifier si cos(x) =0 donne
aussi des solutions de I'équation de départ. Cela n’est pas le cas.

b) cos?(x)+sin(x)—1=0

1 —sin®(x)+sin(x)—1=0 sin?(x) —sin(x) =0

y=sin(x) ¥ —y=0 y=1lety=0 sin~1(0)=0 1—0=rx sin‘1(1)=§

s={knvkezyu{Z+k2nvkez |

ex.1.7a1l8

Ds, Dc 7 2023-2024
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1.4 Ensemble de définition

L'ensemble de définition d'une fonction f donnée par son expression algébrique est I'ensemble de toutes
les valeurs de x pour lesquelles f(x) existe. On le note ED, ou D, ou encore Ep(f).

Nous appellerons valeurs interdites les valeurs de x pour lesquelles f(x) n‘existe pas, donc qui ne sont
pas dans I'ensemble de définition.

’o Lorsqu’il n'y a pas de valeurs interdites, I'ensemble de définition est R.

Exemples : L'ensemble de définition de f(x)=7x>—x>—28x+4, de g(x) =e* ! et de h(x) = 4sin(5x) est R.

’o Lorsqu’il y a une division, les zéros du dénominateur sont des valeurs interdites.

x—5 -

Exemple : uel est I'ensemble de définition de f(x) = ———
P Q /) 4x*-37x2 49

|
=

Il
+
W
(o]
c
=

Il

+

|

4x* =37x2+9=0 y=x? 4y? —37y+9=0 y=9 ou y=i

1.1
D,=R {—3;3;——;—}
1=\ 2°2

e Pour tan(f(x)), les solutions de f(x)= §+k” pour k € Z sont des valeurs interdites.

Exemple : Quel est I'ensemble de définition de g(x) =8 +tan(7x)?

T T T
7X—§+kﬂ' X—ﬁ'i‘k?

D, =R {i kf\ﬂcez}
=R\ 13 TK7

e Pour trouver I'ensemble de définition de la fonction 4/p(x) il faut résoudre I'inéquation p(x) > 0 en faisant
le tableau des signes de p(x).

Exemple : Quel est I'ensemble de définition de h(x) = 7;; ?
_3 7
T—x + + 0 —
x+3 - 0 + +
7T—x
- + _
x+3 I 0

Ds, Dc 8 2023-2024
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e Pour trouver I'ensemble de définition de la fonction In(p(x)) il faut résoudre l'inéquation p(x) > 0 en faisant

le tableau des signes de p(x).

Exemples : Quels sont les ensembles de définition de i(x) = In(x*—7) et de Jjx) = In(|x2—7|)?

N N

+ 0 - 0 + x*=7| + 0 + 0 +

Y NS 1) VSO R SN

1.5 Zéros et étude du signe de la fonction
Pour étudier le signe d’une fonction, il faut commencer par déterminer son ensemble de définition et ses
Zéros.

Exemples : Etudier le signe des fonctions suivantes.

X 4+3x2—4

D I=T e

Ds, Dc 2023-2024
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b) g(x)=2sin*(x)—sin(x)—1

c) h(x)=v25-x2-3

Ds, Dc 10 2023-2024
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d) f(x)=(x—1e*

2+e*
2—eX

e) gx)=

f) hA(x)=In(x+3)

Ds, Dc 11 2023-2024
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1.6 Dérivées

Pour déterminer la dérivée d’une fonction, on utilise les régles de calcul ci-dessous :

Régle de base n°1 :

Régle de base n°2 :

Régle de la somme :

Régle du produit :

Reégle du quotient :

Régle de la puissance :

Régles du sinus :

Régles du cosinus :

Reégles de la tangente :

Régles de I'exponentielle :

Régles du logarithme :

Régle de la composition :

[x]" = k! pour tout k € R

[a-f()] =a- f'(x) pour tout a eR

[f()+g()]" = ')+ (x)

[f ()-8 = f'(x)- g(x) + f(x)- &' ()

[f(X)] ' _ f1(x)-g(x)— f(x)-g'(x)
g(x) g(x)?

[N =k f1(x)- f!

[sin(x)]"= cos(x)

[sin(f(x)]'= f'(x)-cos(f(x))
[cos(x)]'= —sin(x)

[cos(f(xD]'=—f"(x)-sin(f(x))

1

r_ _ 2
[tan(x)] "= T 1 +tan?(x)

S i CO NP 2
[tan(f(x)]'= 02/ 0) =f'(x)- (1+tan’(f(x)))
e]'=e" /@] = f'(x)-&/®

1 10
[In()]'= . [In(fGon]'= e

[(gefCN) = (/)] =/F"(x)- &' (F(x))

Lorsque des puissances sont a l'intérieur d’un produit ou d’un quotient, il est conseillé de procéder par mise
en évidence juste aprés avoir appliqué la formule de dérivation.

Ces régles ont été prouvées en partant de la définition de la dérivée :

Jx+h)—f(x)
h

f'(x) =pente de la tangente en (x; f(x)) = Lin’(l)

>

A
F(x+h) B
A f(x+h)— f(x)
~L(x)
X x+h

Ds, Dc
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Mathématiques 3Ms 1 Révision et quelques compléments sur les fonctions

Exemples :
[4x9+5x+6]’
a) | ———| =
3x

b) [Vaxi+s| =

c) [sin’@x)] =

Ds, Dc 13 2023-2024
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d) [*+1)°Gx+6)] =

e) [5 ex2+3] ' _

f) [In(7x°+3)]" =

Ds, Dc 14 2023-2024
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1.7 Croissance

Comme la dérivée de f est la fonction qui donne, pour chaque x, la valeur de la pente de la tangente au
graphe de f en (x; f(x)), on a que :

e La fonction est décroissante (\|), lorsque f’(x) est négatif.
e La fonction est croissante (), lorsque f’'(x) est positif.

e Si f'(x)=0, le point (x; f(x)) est soit un extremum local (maximum local ou minimum local), soit
un plat.

Le tableau de croissance de f est donc le tableau des signes de f' avec I'analyse de la croissance et les
coordonnées des extremums locaux et des plats.

Exemples :

A \Ay A
_—; 1zlx —io 1 2 ’
L [ [ o[ - [+ ] [ [t] |
S+ o [-] [Fwl[-1o [+] [fof+] o [+]
f) || /] MAax |\ S || | MIN | S f) || /| plat | SO | N oplat | N\
Exemple :

a) Etudier la croissance et faire une esquisse du graphe de f(x) = x>(x—9)* —45'000.

Ds, Dc 15 2023-2024
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b) Déterminer I'’équation de la tangente au graphe de f(x) = x>(x—9)*—45’000 au point d’abscisse x = —1.

ex. 1.17 a 1.18

Un maximum global de f est un point (x; f(x)) tel que f(x)> f(y) Vy€ Dy.
Un minimum global de f est un point (x; f(x)) tel que f(x) < f(y) Vy € D;.

Dans les problemes d’optimisation, on cherche généralement les extremums globaux d’une fonction. Pour les
trouver, il faut chercher les extremums locaux et les comparer entre-eux ainsi qu’aux images des éventuelles
bornes de I’ensemble de variation de x.

Exemple : Trouver les extremums globaux de la fonction f(x)=x>+3x>—1 sur l'intervalle [—4;%].

Ds, Dc 16 2023-2024
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Exemple : Soit un carré ABCD de 36 cm de c6té, E un point du segment CD et x la longueur de EC .
Soit encore F un point du segment BC tel que la longueur de CF vaut g Pour quelle valeur de x l'aire du
triangle AEF est-elle maximale?

A D
E
B FC

Les exercices d'optimisation seront travaillé dans le chapitre suivant.

Ds, Dc 17 2023-2024
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1.8 Asymptotes verticales, trous et points limites

Pour déterminer les trous et les asymptotes verticales, il faut calculer les limites vers les valeurs
interdites.
On se rappellera que dans les calculs de limites :

=0 si k#0

ol

. g est indéterminé et qu’il faut donc simplifier la fonction ou utiliser le théoréme de la page suivante.

Si a est une valeur interdite de f et que :

e lim f(x) = oo alors la droite x =a est une asymptote verticale.

X—a

e lim f(x)=0b alors le point (a;b) est un trou.
X—a

Les points limites correspondent aux bords de I'ensemble de définition. Ils peuvent étre des trous ou des
points normaux. Il faut déterminer leurs coordonnées. Il y a parfois une asymptote verticale au lieu d'un
point limite.

Exemples : Déterminer les points limites, les trous et les asymptotes verticales des fonctions-ci-dessous.

2
x“+3x
a = —
URASY x24+4x+3
by 5= V!
B a2

Ds, Dc 18 2023-2024
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Il est parfois pratique d’utiliser le théoréme de Bernouilli-I'Hospital :

Soit a e RU {—oo;+oo} et deux fonctions F et G, dérivables dans un voisinage de a avec lim F(x) =0 et
X—a
!’

limG(x)=0, ou lim F(x) = et lim G(x) = o0, et telles que lim (x; existe. Alors :
xX—a xX—a X

X—=a X—=a

Exemples : Déterminer les trous et les asymptotes verticales des fonctions-ci-dessous.

a) f(x)=sm(3x)
20

b) g(x)= 1
x—1

Ds, Dc 19 2023-2024
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1.9 Asymptotes horizontales et obliques

Pour déterminer si il y a des asymptotes horizontales ou obliques, il faut calculer les limites vers I'infini.

Si lim f(x)=>b alors la droite y=b est une asymptote horizontale.

X—00

ax"+..+a "
Pour les fonctions rationnelles f(x)= = 770 avec a,#0etbh,#0,o0ona lim f(x)= lim
b,x™m+ ...+ b xX—00 x—oc0 p, x™M

On a donc les cas suivants :

a a
esin<m: lim f(x)= lim =_ = L =0 donc la droite y=0 est une asymptote horizontale.
X—00 X—00 bmx’"—” 00
. . an . an -
e Sin=m: lim f(x)= o donc la droite y= o est une asymptote horizontale.
X—>00
m m
e sin=m+1: Ilyaune asymptote oblique. On trouve son équation en faisant la division.
e sin>m+1: Il nyapas dasymptotes horizontales ou obliques.

En cas d’asymptotes horizontales ou obliques, on étudie la position du graphe de la fonction par rap-
port a I'asymptote en étudiant | le signe de §(x) qui est le reste de la division sur le diviseur‘. 6(x) est la
fonction qui calcule la distance algébrique entre le graphe et I'asymptote. Elle est donc strictement positive
si et seulement si le graphe est au-dessus de I'asymptote.

Exemples: Déterminer les asymptotes horizontales et obliques des fonctions-suivantes. Etudier la position
du graphe de la fonction par rapport a I'asymptote.

4 _ 3 2 _
a) f(x)= 3x 2x?+x 24x
x> —8

Ds, Dc 20 2023-2024
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5x*—2x-37
b = = -
) 8(x) N

ex. 1.21a1.22

Les calculs de limites de fonctions exponentielles ou logarithmiques seront vues pus tard.

2 Optimisation

Les problémes d’optimisation sont des problémes ol I'on cherche a déterminer quand une mesure sera
maximum ou minimum.

Nous allons procéderons selon le plan ci-dessous :

e lire soigneusement tout le probléeme et effectuer éventuellement un croquis de la situation;

e déterminer les variables avec leur unité;

e écrire les équations liant les différentes variables;

e définir la quantité a optimiser avec son unité et I'exprimer en fonction des variables choisies ;
e substituer pour n‘avoir plus qu’une seule variable dans la fonction;

e déterminer E; le domaine de variation de cette variable;

e étudier la croissance de cette fonction en se limitant a Ey;

e comparer les extremums trouvés avec les valeurs obtenues au bord du domaine de variation ;

e donner la réponse au probleme a l'aide d’une phrase, sans oublier les unités.
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2.1 Problémes concrets

Exemple : On dispose d’une toile carrée de 2 m de coté. Elle est posée, en son milieu, sur un fil tendu
entre deux piquets verticaux de hauteur x.

Quelle doit-étre la hauteur x des piquets pour que le volume de la tente soit maximal ?

ex.21a25
Problemes exponentiels : ex.2.6a27
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2.2 Problemes trigonométriques

Exemple : Cédric part d’un point A situé au bord d’un lac circulaire de 2 km de rayon et veut atteindre le
point B diamétralement opposé. Il se déplace en barque a la vitesse de 2 km/h et a pieds a la vitesse de
4 km/h.

a) Quel est le temps minimum pour ce trajet?

b) Quel est le temps maximum pour ce trajet?

ex. 2.8a2.10

Ds, Dc 23 2023-2024



Mathématiques 3Ms 2 Optimisation

2.3 Problemes mathématiques

Exemple :

o P(x;y)

Soit P un point d’abscisse et d’ordonnée positives se trouvant sur la parabole d’équation y= —x%49.
On considére le rectangle PORS ou Q est sur la parabole et R et S sur I'axe Ox.

Calculer les coordonnées du point P pour que l'aire du rectangle PQR.S soit maximale.

ex. 2.11 a 2.16
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3 Intégration

3.1 Primitives et intégrale indéfinie

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

On dit qu’une fonction F, définie sur I, est une primitive de f sur I, si| F'(x) = f(x) | pour tout x € I.

En d'autres termes, rechercher une primitive revient a effectuer I'opération inverse de la dérivée.

Exemples :

e Trouver trois primitives de f(x)=10x-3.

e Trouver trois primitives de f(x) =6x7.

’Si F est une primitive de f, G(x) = F(x)+c est aussi une primitive de f quelque soit c €R. ‘

’Si F est une primitive de f, toute primitive G de f est de la forme G(x) = F(x)+c¢, ol ¢ ER. ‘

Preuve : Comme F et G sont des primitives de f, ona : G'(x)= f(x)=F’(x). D'ou :
(G- F(x) =G'(x)- F'(x)=f(x)— f(x)=0

Or seuls les nombres ont une dérivée nulle. Donc G(x)— F(x) est un nombre que nous appel-
lerons c.
Gx)—F(x)=c = Gx)=F(x)+c

#

Il existe donc une infinité de primitives de f. On appelle intégrale indéfinie de f, noté /f(x) dx, I'en-

semble des primitives de f.

Si F est une primitive de f, on écrit alors :

/f(X) dx=F(x)+c,VceR

Exemple :
2

Jox+12

a) Montrer que F(x)=3 y 2x+7 est une primitive de f(x)=

b) Déterminer/f(x) dx.

ex.3.1a39
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3 Intégration

Intégrales de fonctions élémentaires

JS(x) /f(x) dx
0 c,VeeR
Aavec 1eR Ax+c,VceER
xq+1
x? avec ge Q\{-1} +c,VceER
q+1

1

X

cos(x)

sin(x)

cos2(x)

In(|Jx])+c, Ve eR
sin(x)+c, VceR
—cos(x)+c,VceR

tan(x)+c, VceR

e“+c,VeceR

o [Ax]'=1

sl e

qg+1 q+1

e In(xDl’ =
X

Exemples :

a)/3dx=
b) /xdx=
c) /x7dx=
d) /# dx =
e) /\/§d><=

Ds, Dc
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[sin(x)]’ = cos(x)

[—cos(x)]’ = —(—sin(x)) = sin(x)

r 1
[tanGol = cos2(x)
[eX]/ — ex
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f) /%dxz

Propriétés des intégrales indéfinies

Soit f et g deux fonctions admettant une primitive sur un intervalle I.

/if(x) dx=/l/f(x) dx VieR

/(f(X)ig(x)) dx=/f(X) dx i/g(X) dx

Preuve : Soit F une primitive de f et G une primitive de g.

o [AF(x)] =AF'(x)=Af(x) donc / Af(x) dx = AF(x)+¢ = A(F(x)+ %)

¢ [FX)£G(x)] =[F()] £[G(X)]" = f(x) £ g(x)
donc /(f(x)ig(x)) dx=F(x)iG(x)+c=/f(x) dx i/g(x) dx.

Exemples : Calculer :

a) /(7x2+5x—1) dx =

b) /2i/§dx=

4 3.5
C)/3+x +§x X gy
x

Ds, Dc 27
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ex.3.10a 3.14

2023-2024



Mathématiques 3Ms
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Propriété des intégrales avec dérivée interne

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I avec go f continue sur I.OnaVxel :

/g(f(x))-f’(x) dx=G(f(x))+c Vc €R et avec G une primitive de g

Preuve :

[GUFeN] =G (f))- f1(x)=g(f(x)- f'(x)

Exemples : Calculer :

a) /x5 dx =

b) /(4x+7)5 dx =

c) /\/5 5x—6dx=

3 —
9 /(6x+7)4 dx=

e) / (cos(2x) —sin(3x)) dx =

f) /e7x+] dx =

Ds, Dc 28

donc /g(f(x))-f’(x) dx=G(f(x)+c. #
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Exemples : Calculer :

a) /(x3—1)2 dx =

b) /x2(x3—1)2 dx =

x —
C) /—(3x2_4)3 dx =

ex. 3.16 a 3.18

e) / cos(x)sin?(x) dx =

ex. 3.20 a 3.21
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Primitives de fractions rationnelles

Sin#1, /& dx =
g"(x)

Exemples :

7 —
a) /—(x+3)5 dx=

X
°) / oaiap &

/ O
8g(x)
Exemples :

1
—  dx=
a)/x+3 X

7
b dx =
)/x+3 X

10x
C dx =
) / 5x2+4

x
d dx =
) /5x2+4 *

3
e) /M dx =
3x4+4x—1

Ds, Dc 30
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On peut remarquer que les fractions rationnelles concernées par les deux dernieres formules ont forcément
un numérateur de degré inférieur au dénominateur. Que faire si cela n'est pas le cas?

3x* = x3 +2x% +3x

Prenons I'exemple de la fonction f(x)=
x2—x+1

e La premiere chose a faire est d’effectuer la division euclidienne pour trouver le quotient Q(x) et le reste
R(x).

R(x)
D(x)

e On écrit ensuite la fonction sous la forme | f(x) = O(x) + ou D(x) est les dénominateur de f(x).

e On pourra finalement déterminer la primitive cherchée si /% dx est une des deux situations de la
X
page précédente.

3x3—8x%+7x—1
Exemple : dx =
x2=2x+1

ex. 3.23 a 3.24
ex. 3.25 a 3.26
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3.2 Aire algébrique et intégrale définie

Depuis I'antiquité, les mathématiciens cherchent le moyen de calculer des aires. On doit a Archiméde les
travaux les plus intéressants en la matiére. (aires bornées par des paraboles, par des spirales, ...).

Il faut attendre le XVIIe siécle pour obtenir une avancée significative par Newton et Leibniz. 1ls ont décou-
vert une méthode générale de calcul d’aires bornées par des courbes, en lien avec leur théorie du calcul
infinitésimal (dérivées).

Notre but est de calculer I'aire du domaine borné, limité par le graphe y = f(x) et les droites d’équation
x=a,x=bety=0.

y

/ ‘ b
Commengons par observer quelques exemples simples.

Exemple : Soit €R et f la fonction constante définie par f(x) = h.
A A

h h

a) Quelle est I'aire A(3) du domaine borné, limité par le graphe y= f(x) et les axes et la droite d’équation
x=37

b) Quelle est I'aire A(a;b) du domaine borné, limité par le graphe y = f(x) et les axes et les droites
d'équation x=aetx=bol a,beReta<h?

Exemple : Soit m€R et f la fonction linéaire définie par f(x)=mx.

A A
» >
3 a b

a) Quelle est I'aire A(3) du domaine borné par le graphe y= f(x), les axes et la droite d’équation x=37

b) Quelle est l'aire A(a;b) du domaine borné par le graphe y = f(x), les axes et les droites d’équation
x=aetx=bolabeReta<b?
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L’aire que nous avons utilisée jusqu’a présent est appelée aire géométrique.
Soit a < b et f une fonction continue sur l'intervalle [a;b].

L'aire algébrique du domaine borné, limité par le graphe y = f(x) et les droites d’équation x=a, x=1»b et
y=0 est appelée I'intégrale définie de f(x) entre a et b. On la note

b
/ f(x) dx

/ ‘ b
e L'aire algébrique est égale a I'aire géométrique si f(x) >0 Vx € [a;b].

e L'aire algébrique est I'opposé de I'aire géométrique si f(x) <0 Vx € [a;b].

e Si f(x) change de signe sur l'intervalle [a;b], on soustrait la somme des aires géométriques des parties
ol f(x) < 0 a celle des aires des parties ou f(x)> 0.
Exemple : Quelle est I'aire algébrique du domaine borné, limité par le graphe y = sin(x) et les droites

d’équation x=0, x=2r et y=0.

Ay

2w

A ce stade, on peut se demander quel est le lien entre l'intégrale définie et l'intégrale indéfinie. Observons
les exemples de la page précédente. Nous avons obtenu :

b
e Si f est la fonction constante définie par f(x)=h, alors / f(x) dx=hb- ha.
a

Déterminer /f(x) dx et comparer.

. . b mb*  ma*
e Si f est la fonction linéaire définie par f(x) = mx, alors / f(x) dx= - T
a

Déterminer /f(x) dx et comparer.

b
On constate que / f(x) dx = F(b)— F(a) avec F une primitive de f. Reste a le prouver...
a
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b
Commengons par approximer |'aire sous une courbe, / f(x) dx, en la découpant en rectangles.
a

b—a

On partage l'intervalle [a;b] en n intervalles [x;;x;,;] de largeur A(n) = . On a donc xy=a et x,, =b.

La hauteur du rectangle de l'intervalle [x;;x;,,] correspond f(x;_;). L'aire A; du rectangle est égale a f(x;_)-
A(n). Cette aire est une aire algébrique car elle est négative si f(x;) est négatif et positive sinon.

Ay

X3
f(x()

Al | Ay | A5 | Ay

xoEa X X2 X3 x4=b
K(n:

En additionnant les aires obtenues, on obtient une approximation de I'aire cherchée.

A=A1+...+An=ZAFZf(xi_l)-A(n)

i=1 i=1
Plus n est grand, plus I'approximation est bonne.

Ay

N

L'aire exacte sera obtenue en faisant tendre n vers l'infini.

b n
/a f(x) dx= lim_ ; NG

= lim Zf(x,—_l)-b_a
i=1

n—+oo 4 n

Remarques :

n—+oo 4

n _ n _ a b
e Comme lim Zf(x,»_l)-b—az— lim Zf(x,_l)-a—b,on peut définir que / f(x) dx=—/ f(x) dx
n— <>oi:1 n o n b a

Ssib<a.

a—a

n a
Comme lim D f(x;_))- =0, on définit / f(x)dx=0]|.
n—+o0o = n a

b
/ f(x) dx est maintenant défini pour tous nombres réels a et b.
a

c b c
° / f(x) dx=/ f(x) dx+/ f(x) dx sic€la;b].
a a b
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Théoreéme fondamental du calcul intégral, premiére forme (Intégrale de Rie-

mann)

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b].

Preuve :

X
La fonction A : [a;b] — R définie par A(x) =/ f(@)dt est une primitive de f.
a

Pour simplifier, nous allons prouver le théoréme pour une fonction f positive sur Iinter-
valle [a,b]. Le cas général est similaire.

A(x+h)— A(x)

Partons de la définition de la dérivée : A’(x):}llin?) =Illin'(\) %(A(x+h)—A(x))

h
=}|1in?)%(/ ) dt—/ 1) dt> </ 1) dt+/ 1) dt>—llm / £ dt
= lim %~nﬂrroo ; F&xi)-A) ol xg=x et x, = x+h donc A(n)zwzg
. X fxi2p)
=lim z'nL‘Too Zf(X, D ;=m Jim ¥ f(x, D= _@) Jim %

= |lim lim M = nﬂrroo z /) = lim n‘f(x)

n—+oo h—( 4 n

n—+0o00 n - n|—i>Too S =)

Ce qui démontre que A(x) est une primitive de f.

Théoreme fondamental du calcul intégral, deuxiéme forme

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a;b] et F une primitive quelconque de f sur cet intervalle. Alors :

Preuve :

b
/ f(x) dx=F(b)—-F(a)

Choisissons ¢ €]a;b[. Par la premiére forme du théoreme fondamental, nous savons que
X
F(x)=/ f(®)dt est la primitive de f qui s’annule en c.
c

b c b a b
Ainsi,/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt:—/ f(t)dt+/ f(@t) dt = —F(a)+F(b) = F(b)— F(a)

#

Ce théoreme va nous permettre de calculer efficacement les intégrales définies. On notera :

Ds, Dc

b
/ £(x) dx = F(x)|' = F(b)— F(a)
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Exemples : Calculer et représenter |'aire algébrique qui correspond au calcul :

a) /2(4—X2) dx =
)

1

c) Quel est le probléme avec le calcul de / —% dx?
2 X

2z
d)/ sin(x) dx =
0

ex. 3.28 a 3.29
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Propriétés :

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b].

b b
0/ A-f(x)dx:ﬂ-/ f(x)dx , avec A€R
b b b
-/ (f(x)£g(x)) dx=/ f(x)dx + / g(x) dx
/ f(x) dx</ g(x) dx, si f(x) < g(x), pour tout x € [a;b]

/f(x)dx—/ f(x)dx+/ f(x) dx, si c €la;b]

b a
0/ f(x) dx:—/ f(x) dx
a b
o/af(x) dx=0

3.3 Calcul d’aires géométriques

Lorsqu’on demande de calculer I'aire d’'un domaine, c’est de I'aire géométrique qu'il s'agit. Comment peut-on
utiliser le calcul d’aires algébriques pour obtenir I'aire géométrique ?

Aire d’une région limitée par le graphe d’une fonction et I'axe Ox

Soit f une fonction continue et & le domaine borné, limité par le graphe de f et I'axe Ox.

On veut calculer l'aire & de 9.
y
T/\ /,x

Comme nous l'avons vu, l'aire géométrique et I'aire algébrique sont égales pour les parties ou f(x) est
positive. Par contre, elles sont opposées pour les parties ou f(x) est négative.

Il va donc falloir délimiter les différentes parties en calculant les zéros de f. L'aire géométrique se
trouve ensuite en additionnant les valeurs absolues des aires algébriques des différentes parties.

Par exemple, si a, b et ¢ sont les zéros de la fonction représentée ci-dessus, avec a<b<c¢, on aura :

b c
/ f(x) dx|+ / f(x) dx
a b

A =
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3

Exemple : Représenter le domaine borné, limité par le graphe de la fonction f(x) = —x> — x> +2x et l'axe

Ox, puis calculer son aire.

ex. 3.30 a 3.31

Exemple : Représenter le domaine borné, limité par le graphe de la fonction A(x) = cos(2x), I'axe Ox et les
droites x =0 et x =, puis calculer son aire.

ex. 3.32 a 3.33

Ds, Dc 38 2023-2024



Mathématiques 3Ms 3 Intégration

Aire d’une région limitée par le graphe de deux fonctions ou plus

Soit f et g deux fonctions continues et & le domaine borné, limité par le graphe de f et de g.
On veut calculer l'aire & de 9.

A A

f-g

N

&
X X

/ \ / v

Cette aire est la méme que celle du domaine borné, limité par le graphe de f —g et I'axe Ox.

Pour trouver les bornes, il faut calculer les abscisses des points d’intersection de f et g, c’est-a-dire
les zéros de f —g. On doit donc résoudre I'équation f(x) = g(x). Ensuite, on inteégre f —g sur chaque
intervalle obtenu.

Le résultat sera positif si f(x) > g(x) sur l'intervalle utilisé mais négatif si g(x) > f(x). On prendra donc la
valeur absolue du résultat.

Par exemple, si a et b sont les solutions de f(x)=g(x), avec a<b, on aura :

b b
/ J(x) dx / g(x) dx

Si f(x)=g(x) a 3 solutions a, b et ¢, avec a<b< ¢, on aura :

o =

b
/ (f(x)—gx)) dx

b
A = / (f(x)—gx)) dx|+

/b () —g(0) dx

Exemple : Représenter le domaine borné, limité par les graphes des fonctions f(x)= x> et g(x) =3x>—2x,
puis calculer son aire.
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Le domaine doit parfois étre partagé en plusieurs parties pour pouvoir calculer son aire. C'est le cas pour
les domaines D;, D, et D5 ci-dessous.

Exemples : Sachant que les graphes représentés sont y=x+2, y=x—2 et y=—x’+ 10x — 16, exprimer
I'aire des domaines bornés D, D, et D; a I'aide d'intégrales en ne calculant que les bornes.

Ay

ex.3.35a3.44
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3.4 Calcul du volume d’un solide de révolution

Un solide de révolution, ou corps de révolution, est un solide obtenu en faisant tourner un domaine
borné autour d’'un axe de révolution. Nous nous limiterons aux solides dont I'axe de révolution est I'axe
Ox.

A L A’

Soit une fonction f continue sur un intervalle [a;b]. On considére & le domaine borné, limité par le graphe
de la fonction, I'axe Ox et les droites x =a et x =b.

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de & autour de |'axe Ox est :

b
V=x- / (f(x))* dx

Exemples : Calculer les volumes des solides représentés ci-dessus, sachant que :

e pour le premier f(x)= %x, a=1letb=2,

3
e pour le deuxiéme g(x)= x?+1, a=1etb=2.

ex. 3.45 a 3.49
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Exemple :

Calculer le volume du solide représenté ci-dessus, sachant que les courbes représentées sont :

fiy=vVx2-9 et d:4x—y—-16=0

ex. 3.50 a 3.51
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Exemple : Déterminer I'’équation du demi-cercle de centre O(0;0) et de rayon R avec y > 0 puis prouver
la formule du volume de la sphere grace a une intégrale.
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4 Fonctions exponentielles

4.1 Rappels

Soita € R} \{1}. La fonction exponentielle de base a est |a fonction exp, : R — R} définie par exp,(x) = a*.

Ensemble de définition :

Représentation graphique :

a>1

Ay

Ordonnée a l'origine : Zéros :

O0<ax<l1

Tableau de signes :

Nous étudierons essentiellement des fonctions qui contiennent des exponentielles en base e.

e=~2,71828183 | est le nombre d’Euler. C’'est un nombre irrationnel, qui a été défini lors de la découverte du

logarithme naturel. Nous verrons de quelle maniére dans le chapitre sur les fonctions logarithmiques.

Depuis, on le définit aussi par :

1

e=l+-+—+

1

En observant le graphique ci-dessus, on voit que :

lim e*=

X—>—00

Asymptotes :

Ds, Dc

—+ +l+ ou e= lim (1+1>X
SRttt = lim <
lim e*=
X—=>+00
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La fonction f(x)=e* est sa propre dérivée.

[eX] =e* [e5™)] =g'(x)- ™

Comme (e*) =e* >0, la fonction exponentielle est strictement croissante.

Exemples : Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

a) f(x)=e™

X

b) gx)=e""

Exemples :

a) /e"+2 dx =

b) /e3x+5 dx =

2
c) /xe3x+5 dx =

d) / sin(x)e®s™  dx =

ex.43a48
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Exemple : Etudier la fonction f(x)= ﬁ. (a I'exception de 6(x))

ex. 4.9 a 4.10
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4.2 Limites de fonctions exponentielles dont I'exposant est une fonction

Si I'exposant est une fonction, on a pour tout a eRU{—o00;+00} :

lime™ =™

X—a

Exemples :

a) lim ex2+2x+3
X—+00

. 2
b) lim e* +2x+43

X—>—00

c) lim e
X—>+00

d) lim e*~

X—>—0

Une étude du signe de g(x) autour de ses valeurs interdites est souvent indispensable.

Exemples :

1
. 3—x
a) lim e”™
X

\»‘

b) lim e™

X—>+00

c) lime™™
x—3

d) lime™™
x—3

ex. 4.11 a 4.12
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X

x+2

Exemple : Etudier la fonction f(x)=e (a I'exception de 6(x)).

ex. 4.13 a 4.15
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4.3 Calcul delimite de fonctions exponentielles a I'aide du théoréme de Bernoulli-
L'Hospital

On utilisera le théoréme de Bernoulli-L'Hospital chaque fois que I'on obtient des calculs de limite du type :

0 x 0- 00
(69]

0

Exemples :

. e*

a) lim =
x—+o0 x2 + 1

b) Xli@m(x+4)e2x =

. e*+1
c) lim =
x—+00 2 —3eX

4.4 Calcul de limite de fonctions exponentielles a I’aide de la régle du plus fort.

Pour calculer des limites indéterminées de produit ou quotient d’un polynéme avec une fonction exponen-
tielle, la regle suivante s’applique :
Soit P(x) un polynéme et f(x) une fonction.

Si i ' of ™

I hm = o0, im =

* x—>oof(X) e X—00 P(x)
. ~ P

° S JLTof(x)__'_oo’ X"_?;‘o ef () =0

e Silim f(x)=-o0, lim P(x)-e/® =0.
X—00 X—00

e Silimf(x)=+c et P(a)=0, lim P(x)-e/™ = 0.
x—a x—a

Cette régle est appelée « régle du plus fort » ou « régle du podium ». On peut la résumer en affirmant que

les limites des fonctions exponentielles gagnent face a celles des polynémes. Elle se prouve en utilisant
Bernoulli-L'Hospital.

Exemples :

2
. e~ +3x-5 _
x—+oo 3x/ —2x2—1

1
b) lim 3x’ =2x%)-e* =
x—0

<

ex. 4.16 a 4.20
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Exemple : Etudier la fonction f(x)=x-e*.

ex. 421 a4.22
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2x—1

Exemple : Etudier la fonction f(x)= ——.
2x+1

ex. 423 a4.24
ex. 425 a 4.31
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5 Fonctions logarithmiques

L'histoire de la naissance des logarithmes et des exponentielles traverse le XVIIe siecle. Elle commence par
la création de tables de logarithmes facilitant les calculs astronomiques. En effet, ces tables permettent de
faire des calculs de produits et de quotients compliqués en les ramenant a des additions et des soustractions.

Méme si I'idée de combler les trous entre plusieurs puissances d’'un méme nombre est trés ancienne, la
naissance de la fonction exponentielle est le fruit d'un long murissement qui n‘aboutit qu’a la fin du XVIIe
siécle faute d’'une bonne notation. Les exposants commencent a étre pergus comme des logarithmes.

Un autre probléme intrigue les mathématiciens de cette époque : la quadrature de I’'hyperbole. Ils cherchent
a calculer I'aire sous la courbe xy=1.

Finalement le lien entre les deux est fait. L'aire algébrique bornée, limitée par le graphe de y= %, I'axe Ox

X
et les droites t =1 et t = x, autrement dit F(x) =/ % dt, a les propriétés des logarithmes. On l'appelle

1
logarithme naturel, noté In, et il permet de définir le nombre e comme étant le nombre tel que In(e) =1.

Ay

\ =1
X

5.1 Rappels

Soit ae R} \ {1}. La fonction exponentielle de base a est bijective pour les ensemble de départ et d’arrivée
ci-dessous :
exp, : R— R}

x+— a*

Elle a donc une fonction réciproque, appellée logarithme en base a :
log, : R} — R

yr—log,(»)

x=log,(y) = a=y

On a donc :
exp, log,
et
X
X log, @ Y exp, l0g,(y)
Pt ¢
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5 Fonctions logarithmiques

ordonnée a l'origine :

On note In au lieu de log,. C'est le logarithme naturel. Nous étudierons essentiellement des fonctions qui

On note Log ou log au lieu de log;,. C’est le logarithme en base dix ou logarithme d
contiennent des logarithmes naturels.

Soit f la fonction définie par f(x) =In(x).

Mathématiques 3Ms
Ensemble de définition :
Représentation graphique :
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lim In(x)

X—+00

53

(x)=

limlIn
x—0

lim In(x)=

En observant le graphique ci-dessus, on voit que :
X—>—00

Tableau de signes :
Asymptotes :
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Pour trouver I’'ensemble de définition d’une fonction logarithmique, il faut souvent faire un tableau de signes,
qui n’est pas celui-de la fonction elle-méme. Il sert aussi pour le calcul des limites.

Exemples : Etudier les fonctions ci-dessous (& I'exception de la dérivée et §(x)).

o in=n(4%)
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o r=in([45)

ex.5.1a57
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5 Fonctions logarithmiques

La fonction logarithme naturel est dérivable sur R} et sa dérivée vaut | [In(x)]’ =§ .
[In(s0)]' = £ s 5 >0 [In(1501)] = £ si s £0

Exemples : Determiner I'ensemble de définition, calculer la dérivée et étudier la croissance des fonctions

ci-dessous.

a) f(x)=In(7x)

b) f(x)=In(|x*-2x|)

) f(x)=In(x*—2x)

Ds, Dc 56

ex. 5.8 a5.11
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5.2 Calcul de limites de fonctions logarithmiques a I'aide du théoréme de Bernouilli-
L'Hospital

Exemples : Calculer les limites ci-dessous.

2) lim MO+ 1

x=0 In(x)
>

b) lim In(x)+1
x—0 In(x)

X— 00 x—=3

e) limx>-In(x)
x—=0

>

X

f)

lim
x—+c0 IN(x)

g) lim

x—=00 |n(x)

ex. 5.12a 5.13
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5.3 Calcul de limites de fonctions logarithmiques a I'aide de la regle du plus fort

Pour calculer des limites indéterminées de produit ou quotient d’un polynéme ou fonction exponentielle avec
une fonction logartithmiques, la régle suivante s’applique :
Soit P(x) un polynéme et f(x), g(x) deux fonctions.

. _In(f()
e Silim f(x)=+oo, lim — % _

X—00 |n(f(x))

* Simix=0et F@=0, lim P(x)-In(£(x)) =0.
I
e Silim f(x)=+4c et lim f(x)=+c0, lim n(f(x)) —0.
X—00 X—00 x—o0  e8(%)
- . . 8™
e Silim f(x)=4oc0 et lim f(x)=+o0, lim — o

X—00 In(f(x))

On peut résumer en affirmant que les limites des fonctions exponentielles gagnent face a celles des poly-
némes, qui gagnent face a celle des fonctions logarithmiques.
Exemples :

In(x?+3x-5) _

2) xﬂTOO 3xT—2x2—-1

. 3x’—2x2—1
b) lim ——= =
x>+oo In(x2+3x-5)

o) lim x'%In(x?) =
x—0

2 -
4 lim In(x~+3x 5)=
X—>+00 e3x
1
e) lim =
x=0 In(2x)

>

Remarque : En cas de doute, on calculera la limite avec Bernouilli-L'Hospital.

ex. 5.14a 5.15
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5.4 Etude de fonctions logarithmiques

Exemples :
In(1-x*)+1

a) Etudier la fonction =
) f(x) N —x2)

ex. 5.16 2 5.18
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b) f(x)=ﬁ

ex. 5.19a5.21
ex. 522a5.24
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5.5 Primitive de logarithmes

/In(x) dx=xIn(x)—x+c¢ Vx>0, avecceR

Preuve : [xIn(x)—x] =[x]"In(x)+x[In(x)]) = [x]' = In(x)+x-§— 1= In(x)

5.6 Fonctions exponentielles et logarithmes de base a

Soit aeRi\{1}. On a :

x _ In(a)-x — L
10,() = = In()

A I'aide de ces deux écritures, il est ainsi possible de ramener I’étude des fonctions exponentielles et loga-
rithmes de base a a celle des fonctions exponentielle et logarithme naturel vues précédemment.

Exemples : Déterminer I’'ensemble de définition et la dérivée des fonctions ci-dessous :

a) f(x)=2%

b) f(x)=log;(4—x?)

Calculer :

c) /82x dx=

d) lim 297 _

x—=1 XxX—
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6 Exercices

6.1 Révision sur les fonctions
Résolution d’équations polynomiales et factorisation de polynomes

Exercice 1.1 Factoriser.

a) x> —19x+30 e) x>+5x+6 i) 6x°+13x+45

b) 7x> —35x f) —x>+5x+6 j) x*—8x*-9

c) xX>+125 g) 4x?—4x+1 k) 63x>+27x>—7x-3
d) 1x*+12x2+1 h) 8x3—12x%+6x—1 ) x>—125

Résolution d’'équations exponentielles et logarithmiques

Exercice 1.2 Résoudre en donnant les solutions sous forme de valeurs exactes.

a) eVy1=8 c) 7-25 =41 e) 7-8-7%4+77=0
b) 53 =625 d) 1024107+ =200 f) 117X =5

Exercice 1.3 A la naissance de ma fille, j’ai placé CHF 10’000.— sur un compte qu’elle pourra retirer a sa
majorité. Le taux d’intérét est de 0,5%.

a) De quel montant disposera-t-elle alors?
b) En combien d’années ce montant dépassera-t-il CHF 11'000.—?

c) Quel taux d’intérét aurait permis d’avoir CHF 11'000.— pour ses 18 ans?

Exercice 1.4 Si |'effectif de la population en Suisse augmente de 1% chaque année, en combien d’années
aura-t-il doublé?

Exercice 1.5 Calculer sans calculatrice.

a) |n(ei2> d) In(=e) 9) |ogs(%) j) logg(2)
b) In(e?) e) In(0) h) Log(0,001) k) Log(4)+2Log(5)
c) In(v/e) f) In(1) i) Log<\4/1000> ) Log(70)—Log(7)

Exercice 1.6 Résoudre et donner les solutions sous forme de valeurs exactes.

a) In2x-5)=0 d) 2In(x)-5=0
b) 6-log;(x)+1=11 e) Log(x+2)+Log(x—2)=Log(7x—16)
c) Inx)+1=In(x+1) f) 2Log(10—x)—Log(x+1)=2
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Résolution d'équations trigonométriques

Exercice 1.7 Résoudre.

a) sin<x+§>=% c) sin(2x—§)=% e) tan(2x+ﬂ)=\/§
7\ _1 b2 _\/5 X\ _
b) COS(X—g)—E d) COS<4x_Z>_T f) tan<§>— 1
Exercice 1.8 Résoudre.
3 2(x) — 3=
a) sin<2x+f)=—£. c) 4cos”(x)—4cos(x)—3=0
2 2
b) sin’(x)=1 d) 3sin’(x)+cos’(x)—2=0

Ensemble de définition

Exercice 1.9 Quel est I'ensemble de définition des fonctions définies par les expressions algébriques sui-
vantes?

a) f(x)=%x2_3x+4 h) f(x)=In(-x>+5x2)
B 2x—9 ) f(x)=In|—x>+5x%|
P = A mox =36
C) f(x)={/; J) f(x)=COS(3X)
1
d) f(x)=xV7x+2 k) f(x)=—1

cos(x)— =
2
e) flx)=eV¥ =
) f(x)=tan(3x)

£ _ x—5

) T@=4 = m) f(x):tan(x+§>
1+4/x

9) f(¥)= 1
3-vx n) f(x)_ln(x)

Zéros et étude du signe de la fonction

Exercice 1.10 Etudier le signe des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

—3x(x>=5) 2x2+7x+3 g) f(x)=2sin%(x)—1
= d = —
A J0= ey V0=
_2 3 4 3-x h) f(x)=5sin<x+f)
b) f(x)=x"(x+4)’(x—1)"e e) f(x)=v10-x 2
—x2+2x-9 .
c) f(X)=m f) f(x)=10—+/x i) f(x)=cos<§>

Ds, Dc 63 2023-2024



Mathématiques 3Ms
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Exercice 1.11 Etudier le signe des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) f(x)=cos(x)+1 c) f(x)=tan(2x)

b) f(x)=tan<x+g> d) f(x)= 11—29"

— e3x+1

Dérivées

e) f(x)=1-In2x)

f) f(x)=In(1-2x)

Exercice 1.12 Montrer & I'aide de la définition de la dérivée que f'(x)=2x si f(x)=x>.

Exercice 1.13 Montrer a 'aide de la définition de la dérivée que f'(x) = 1 si f(x)= \/§
2

X

Exercice 1.14 Montrer a I'aide de la définition de la dérivée que f’(x)z—L2 si f(x)= l.
X X

Exercice 1.15 Calculer la dérivée des fonctions ci-dessous. Répondre sous forme utilisable dans un tableau

de croissance.

a) f(x)=5x3+4xt—x+7 Ix) = L
g) (%) W
1
b =
) §0=13 h) m(x) = cos(x)+ sin(x) + tan(x)
5
c) h(x)=; i) f(x)=(x—1)(x*—8x-29)
4 . 7T—x
d) i(x)=x? i) g(x)=m
&) j(x)=\/§ k) h(x)=sin(x)cos(x)
. sin(x)
f) k(x)= V2 N i) = cos(x)

Exercice 1.16 Calculer la dérivée des fonctions ci-dessous.

a) f(x)=e"® d) i(x)=5eV*

b) g(x)=xe* e) j(x)=In(x*+x)
2 X

Q) hev==23 f) k(x)=xIn(x)—x

Ds, Dc 64

m) f(x)=0Gx+5)

n) g(x)=vx2+3
0) h(x)=cos(4x+ )
p) i(x)=(2x—D*5-x)}

(x2+7)4

q) jx)= 15

r) k(x)=sin*(3x)

g) I(x)=7In(3x+1)
h) m(x)=In((5x+1)7)

_ In(x)

i) n(x)
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Croissance

Exercice 1.17

1 3
(x +2 ) et faire une esquisse du graphe de la fonction.

Etudier la croissance de g(x) =

Exercice 1.18
Déterminer I’équation de la tangente au graphe de la fonction f(x) =3x%+5x+4 au point d’abscisse —1.

Exercice 1.19

Quels sont les extremums globaux de f(x)= (x—1)(x —3)° sur I'intervalle [1;4]?

Asymptotes verticales, trous et points limites

Exercice 1.20 Déterminer les asymptotes verticales, les trous et les points limites des fonctions définies
par les expressions algébriques suivantes.

X +x-12 _xB-1 \/;—3
a) f(x)——x2_3x_10 d) f(x)= -1 9) fO)=-5—
x*—8x2+16 B3 . x-3
R o 9 1= 5 R
x> —4x+3 sin(x) _ tan(5x)
) f(X)=m f) f(x)= . i) f(x)=

Asymptotes horizontales et obliques

Exercice 1.21 Déterminer les asymptotes horizontales et obliques des fonctions définies par les expres-

sions algébriques suivantes.

_oxP4x—12 _ x?—4x+43 _ (2x+2)?
a) f(x)_5x2_3x_10 ©) f(x)_x3—x2+3x—3 ¢) f(X)_(X—3)(X+1)

_ X —2x+2 _x’-1 _ 242 +4x+8
b) f(x) === d) f(0="— D= s

Exercice 1.22 Déterminer les équations de toutes asymptotes des fonctions définies par les expressions
algébriques ci-dessous. Etudier la position relative du graphe par rapport aux AH ou AO.

2

_(x+1)? . x
a) f(x)—(x_l)2 b) f(x)——(3x_2)2
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6.2 Optimisation
Problémes concrets

Exercice 2.1 Un petit enclos rectangulaire doit étre construit devant un batiment qui constituera le qua-
trieme c6té de cet enclos. La construction revient a Frs 20.— par métre sur les deux cOtés latéraux et a Frs
30.— par métre sur le coté faisant face au batiment.

Quelles doivent étre les dimensions de cet enclos s'il doit contenir une surface intérieure de 108 m? et que
I'on cherche a minimiser les co(ts de construction ?

Exercice 2.2 On veut construire un abri formé de deux parois verticales et d’un toit plat. L'abri a une
profondeur de 4 m. Le toit est en tdle qui colte Frs 10.— par m”. Les parois verticales sont en contreplaqué
qui colite Frs 8.— par m2. Le volume disponible sous I’abri doit &tre de 250 m?>.

Déterminer le co(t de construction minimal.
Exercice 2.3 Monsieur Bellivert souhaite construire une véranda. Celle-ci aura la forme d’un parallélépi-

péde rectangle. Elle sera directement posée sur le sol de sa terrasse et appuyée contre la facade de sa
maison.

e La longueur de la véranda devra étre le double de sa largeur.

e Cette largeur x ne devra pas dépasser celle de la maison, a savoir 8 métres.
e Enfin, le volume de la véranda vaudra 96 m>.

e Les matériaux utilisés sur les trois cdtés coltent 240 frs/m?.

e Ceux du toit sont plus légers et ne colitent que 225 frs/m?>.

Pour quelle largeur x le prix est-il minimal ? Quelles sont alors les dimensions de la véranda?
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Exercice 2.4 Une rampe de prise d’élan de roller est représentée ci-dessous.

La largeur de la rampe est de 3 métres. Le plateau de départ (partie hachurée sur le dessin ci-dessus) forme
un rectangle de 1 métre par 3 metres.

On veut construire sous cette rampe un local de rangement ayant la forme d’un parallélépipéde rectangle
dont I'une des faces a été grisées sur le dessin.

Le profil de la rampe a été représenté dans un systéme d’axe ci-dessous.

Unités : m

><"

La courbe en gras est le graphe de la fonction :

10

——— ou 0<x<5 et x esten metres
x24+2x+4

fo=

a) A quelle hauteur du sol se trouve le plateau de départ?

b) Déterminer les dimensions, arrondies au centiéme, du local de volume maximal et calculer ce volume
maximal.

c) Quel est le volume minimal ? Arrondir au centiéme.

Exercice 2.5 Un camion effectue un trajet de 1’200 km a la vitesse moyenne v donnée en km/h.

Le nombre de litres d’essence consommés en 100 km est donné par la fonction :

f(v)=@+9
v 3

Le salaire du chauffeur est de 30 frs I’'heure et le litre d’essence colte 2 frs.

A quelle vitesse le camion doit-il effectuer le trajet de 1’200 km pour que le co(it du trajet soit minimal ?
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Exercice 2.6 Un institut propose un modele qui permettrait de calculer la hauteur H en metres de la
vague principale d’un tsunami en fonction du temps en minutes :

H(t)= q-e- b

a) Afin de vérifier son modele, I'institut utilise deux mesures prises lors du tsunami de décembre 1992,
en Indonésie :

¢ La mesure initiale de la vague (¢ =0) était de 5 centimetres.

e Aprés 1 minute, la vague mesurait 2,70 métres.
A l'aide de ces informations, déterminer les parametres a et b.

b sera arrondi a 'unité pour la suite de I'exercice.
b) Au bout de combien de temps la vague atteindra sa hauteur maximale ?

c) Quelle sera la hauteur maximale atteinte par la vague?

Exercice 2.7 Les experts du GIEC ont modélisé deux scénarios afin de prévoir 'augmentation de la tem-
pérature moyenne annuelle de notre planéte lors des prochaines années.

a) Le premier prévoit un contrdle des naissance qui permet de diminuer chaque année a partir de 2030
de 0,5% la population mondiale. Dans ce cas, I'augmentation de la température de la température
s’exprimera par la fonction ci-dessous, ou ¢ est le nombre d’année aprés 2030 :

(1 —80)2
=4_>_"7
@ 1600

A) Quelle serait alors la population en 2050 si la population en 2030 est de 9 milliards d’habitants ?
B) Quelle sera I'augmentation de la température moyenne en 2050 ?

C) En quelle année la température moyenne sera-t-elle la plus élevée?

D) Quelle sera I'augmentation maximale atteinte ?

b) Le deuxieme prévoit la suppression de toutes les centrales a charbon dés 2030. Dans ce cas, |'laugmen-
tation de la température de la température s’exprimera par la fonction ci-dessous, ou ¢ est le nombre
d’année apreés 2030 :

1
70
t-e

5

hy(t) =

A) Quelle sera lI'augmentation de la température moyenne en 2050 ?
B) En quelle année la température moyenne sera-t-elle la plus élevée ?

C) Quelle sera I'augmentation maximale atteinte ?

Ds, Dc 68 2023-2024



Mathématiques 3Ms 6 Exercices

Problémes trigonométriques

Exercice 2.8

Quel angle x faut-il choisir pour que l'aire de ce losange soit maximale ? Quelle est cette aire maximale?

10 cm

Exercice 2.9
Le gardien d'un phare (point A) doit rejoindre le plus rapidement possible la maison cotiére (point B). Il se
déplace en canot a la vitesse de 3 km/h et a pieds a la vitesse de 6 km/h. La cbte est supposée rectiligne.

15 km

Quel doit étre I'angle a pour que le temps de parcours soit minimal ?

Exercice 2.10
Une gouttiere est obtenue en repliant de chaque coté un tiers d’une plaque métallique de 30 cm de large,
de maniére symétrique.

Comment faut-il choisir I'angle a pour que la gouttiére puisse retenir la plus grande quantité d’eau possible ?
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Problémes mathématiques

Exercice 2.11

P(x;y)

N I

La parabole d’équation y= —§x2+8 coupe |'axe des abscisses en A et B. Soit Pun point d’ordonnée positive

se trouvant sur la parabole.

On consideére le triangle ACP rectangle en C ol P est sur la parabole et C sur le segment AB.
Calculer les coordonnées du point P pour que l'aire du triangle AC P soit maximale.

Exercice 2.12

On consideére le triangle OAB rectangle en A situé dans le premier quadrant dont le point B parcourt la
courbe I" d’équation y=14/9—x et A est sur I'axe des abscisses.

Pour quelle position du point B I'aire du triangle OAB est-elle maximale?

y

o] A

Exercice 2.13 On considére le triangle A(3;0), B(=3;0), C(0;6). On inscrit dans ce triangle un rectangle
PQORS dont le c6té PQ s’appuie sur AB.
Déterminer pour quelle abscisse de P le rectangle ainsi construit a une aire maximale.

y

C

B 0 P A

Exercice 2.14 Trouver les points de la courbe d’équation y = x>—9 dont la distance a I'origine est minimale.

Exercice 2.15

a) Déterminer deux nombres entre —100 et 50 dont la somme vaut 60 et dont le produit est maximal.
Quelle est la valeur du produit maximal ?

b) Et pour un produit minimal?

Exercice 2.16
Déterminer deux nombres entre —20 et 40 dont la somme vaut 30 et tels que a-b* est maximal.
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6.3 Intégration
Primitives et intégrale indéfinie
Exercice 3.1

a) Montrer que F(x)=cos(3x?)+5x+7 est une primitive de f(x)=—6xsin(3x>)+5.

b) Déterminer/(—6xsin(3x2)+5) dx.

Exercice 3.2

a) Vérifier que F(x) = X et G(x)= 1 sont des primitives de f(x) = !
x+1 x+1

(x+1)2
b) Déterminer le nombre ¢ €R tel que F(x) = G(x)+c.
Exercice 3.3 Que doit valoir k pour que F(x)= x+1 soit une primitive de f(x)= _k ?
2x—1 2x—1)2

Exercice 3.4 Déterminer f(x) telle que :

a) /f(x)dx=5x2—3x+c b) /f(x)dx:x—i+c c) /f(x)dx=\/;+

Exercice 3.5 Les deux fonctions suivantes sont-elles deux primitives de la méme fonction ?

F(x)= é(3x+4)2 G(x)= %xz +4x

Exercice 3.6 Que doit valoir k pour que F(x)=kx’ soit une primitive de f(x)=5x°?

C

Exercice 3.7 Trouver les primitives pour les fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) fx)=x b) f(x)=5x* o) f(x)=12x d) f(x)=3x"

Exercice 3.8 Que doit valoir k pour que F(x)= ﬁs soit une primitive de ...?
X

5
6

a) ()=~ b) f(x)= 0 ()= d) f(x)=-
X X

X

7/5 2/5 5

Exercice 3.9 Que doit valoir k pour que F(x)=kx'"” soit une primitive de f(x)=x
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Exercice 3.10 Déterminer les intégrales indéfinies suivantes.

8 . 5
a)/4dx e)/——3dx l)/—dx
X \/;
1
c) /x9 dx 9) /%dx k) /SSin(x) dx

d) /i2 dx h) /5{/} dx ) /4cos(x) dx
X

Exercice 3.11 Trouver les primitives des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) f(x)=x+2 b) f(x)=x>+x c) f(x)=4x>+3x>+2

Exercice 3.12 Trouver les primitives des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) f(x)=9+x h) f(x)=3x—4x*+x>-2
b) f(t)=51-1 i) f(x)=9x2_7ﬂ

0 fO)=1-7 j) f(x)=xg4+§

@ )= 0 fo=- 21
e) f(t)=-3r"+2t ) f(x)=7sin(x)+3

f) fa)=35+21* -1 m) f(x)=7C°5(5x)+1

g) f(H)=3+¢ n) f(x)=%ex

Exercice 3.13 Trouver les primitives des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

— l L _ 3 i
) J=x++3 d) f(t)—\ﬁ+\/;
2 R

b) f(t)=t—3+5 e) f(x)=5= x2+5|n(x)

2
Q) f)=-F -5 ) S =~z —Seosty

Exercice 3.14 Trouver les primitives des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) f(x)=tan’(x)+1 b) f(x)=tan’(x)
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Propriété des intégrales avec dérivée interne

Exercice 3.15 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

a) /(7x—2)4 dx f) /sin(5x+§>

2 X
b) /(s—x)3 dx g) /e3 dx

c) /\/llx—9dx h) /—dx

|
d) /— d - /é
V1lx-9 * ) X dx

e) /cos dx 1) /— dx

Exercice 3.16 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

) 3 _—x
a) /(3x +5x—1)"(6x+5) dx d) /(x2+4)3 dx

1
b) /(x3+3x2+1)(>€2+2x) dx e) /(x§++3x)5

f)/ <4
X
c) /2x- x2+4 dx \/m

Exercice 3.17 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

a) /(x4+7)2 dx b) /x3(x4+7)2 dx c) /ﬁ dx

dx

(x° - 6)
1 d

Exercice 3.18 Trouver les primitives des fonctions définies par les expressions algébriques suivantes.

a) f(x)=(x+3) ) f(x)=Vx+3
b) f(x)=@2x-1) D) )= —
3x+1
o) f(x)=(@2x*—1)
K feo=—t1
d) f(x)=(Tx-2)° VX2 +2x
e) f(x)=x(Tx*-2)° __
xX) = x(/x ) f(x) e
f) f(x)=Cx>+x)>-(6x+1)
, \ m) f(x)= W
g) f(x)=x+1D(Ex+8x+3)
4
h) f(x)=+/x-(x>-5) n) f(x)—x—’zC+
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Exercice 3.19 Calculer :

a) /cos(3x) dx f) /(Zsin(x)—Scos(x)) dx
5
. T
b) /S|n<2x—§> dx 9) /Cosz(x)+5cos(x) dx
. . 4
) /S|n2(x)cos(x) dx h) /(85|n(x)+—> dx
V2x
d) /Sin(x)COSZ(x) dx i /6sin(3x) dx
cos2(3x)
)/ta”2(") dx ) /—6 dx
cos?(x) ) cos2(3x)
Exercice 3.20 Calculer les intégrales indéfines suivantes.
a) / xe¥+7 dx b) / sin(x)e®™ dx ) / e7x5+2 dx

Exercice 3.21 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

X 3
a) /—dx C)/x2+1dx e) /de 1—2xdx
1 dx d) / 9x3 +3 dx f / 1 dx h) / x2—1
1-3x 3x4+4x—1 3x+1 x3— 3x+1
Primitives de fractions rationnelles
Exercice 3.22 Pour chaque fonction, calculer ses primitives.
3x 2 ; _
a = e = I) f(x)_
) f)= 37 ) f0)= 55— -
b) f(x)= —— 0 =2 ) )= ——
(x+1)? —2x+1 x2+4dx+4
-1
= X)= k ——
c) flx)= x+1 g) f(x) 24 ) f(%) “oxid
2x—1 4x+2 2x—6
d == h = D fxX)=——F7=
) f=5——— ) S =m (x—3)?

Exercice 3.23 Calculer les primitives suivantes.

6 S5, 4
)/4x+2x+3dx b)/x 2x+x+1dx
x+2 x2-2x+1
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Exercice 3.24 Calculer les primitives suivantes :

a) /3x +4x+5 dx d) / x> —4x
3x+1 x3— 6x2+2
_ _ 4 .2
b)‘/2)6 7x* +9x3 5x+x+2d e)./236 XX
—-3x2+3x—1 x2—1
)/12x+x+6x x+2dx f /Zx X“+x 1dx
3—x42 x2—1
Exercice 3.25 On considére la fonction f définie sur R\ {—1;3} par f(x)= L
(x+1D(x—=3)
a) Préciser pourquoi la primitive de f n’est pas directement calculable.
b) Déterminer a et b vérifiant que :
f=—2 42
x+1 x-3
c) En déduire une primitive de f
Exercice 3.26 On considére la fonction f définie sur R\ {—1;-2} par : f(x)= ;
x24+3x+2

Calculer une primitive de f en s’inspirant de I'exercice précédent.

Aire algébrique et intégrale définie

2
Exercice 3.27 On considére le domaine borné, limité par le graphe d’équation y = x?, les axes Ox et Oy

et la droite d’équation x =4.

A l'aide de la méthode des rectangles, calculer approximativement I'aire du domaine en subdivisant [0;4]

en 8 parties égales.
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Exercice 3.28 Calculer, lorsque cela a un sens, les intégrales définies suivantes.

4
a) / x% dx
1

5 2 1 2

1
b X dx X 4 [ /x22x+12dx
) , 31 g9) 0 (P17 X ) o ( )

0 2
k) / 2x (14x%)" dx
-1

2 2
3 2 1 1
c) /0 (2x —3x +x—3) dx h) 1 <$_F> dx m) /lﬁ_zd
1
d) / < al _2x+7> dx i /lexdx n)/x-\/l—xzdx
0 0
2
0) /(1—x)3dx
0

Exercice 3.29 Calculer, lorsque cela a un sens, les intégrales définies suivantes.

3
e) / V1+x dx
0

3 (O sin(x)
2 /n/é sin () dx © /4 COS? (x) o ®) / cosz(x)
b4 1 P 1
b) /0 cos(ix) dx d) /O prrerekch f) _mtan (x) dx

Aire d'une région limitée par le graphe d’une fonction et I'axe Ox

Exercice 3.30 Représenter et calculer I'aire du domaine borné, limité par la courbe d’équation y = f(x) et

I'axe Ox :
a) f(x)=x"~5x+4 Q) f()=x-Vd-x2
b) f(x)=x>—2x*—x+2 d) f(x)=x*-5x>+4

- , . . ST , . X" —
Exercice 3.31 Représenter et calculer I'aire du domaine borng, limité par la courbe d’équation y=
x_
et I'axe Ox.

Exercice 3.32

a) Représenter le domaine borné, limité par la courbe y = x> —2x, I'axe Ox et les droites x =0 et x =4,
puis calculer son aire.

b) Représenter le domaine borné, limité par la courbe y = —x*>+x+6, I'axe Ox et les droites x =—5 et x =5,
puis calculer son aire.

Exercice 3.33

a) Calculer l'aire du domaine borné, limité par la courbe y= ﬁ, I'axe Ox et les droites x=0 et x=1.
X

b) Calculer I'aire du domaine borné, limité par la courbe y = m, I'axe Ox et les droites x=0et x=1.
X

Ds, Dc 76 2023-2024



Mathématiques 3Ms 6 Exercices

Aire d'une région limitée par le graphe de deux fonctions ou plus

Exercice 3.34 Aprés |'avoir représenté, calculer I'aire du domaine borné, limité par les courbes d’équa-

tions :
a) y=x’ et y=\/; c) y=x>—x* et y=x—x>
b) y=x>—4x+5 et y=5+2x—x> d) 4x+5y=-10, —3x+y+2=0 et x=7-6y

Exercice 3.35 Calculer 'aire du domaine borné, limité par les droites d’équations :

y=2x-3, y=-Xx, x=-1 et x=2

Exercice 3.36 Calculer 'aire du domaine borné, limité par les courbes d’équations :

, y=3x, x=-1 et x=2

Exercice 3.37 Calculer 'aire du domaine borné, limité par les courbes d’équations :

, y=3x, x=1 et x=2

Exercice 3.38 Calculer I'aire du domaine grisé ci-dessous, sachant que les courbes représentées sont :

y:%, y=Vx-1 et x+2y-9=0

=

Exercice 3.39

Calculer I'aire du domaine grisé ci-contre.

Ds, Dc 77 2023-2024



Mathématiques 3Ms 6 Exercices

Exercice 3.40 Ecrire chacune des aires grisées ci-dessous a I'aide d’intégrales. Les bornes seront estimées
au mieux d’'apres les graphiques.

a) d)

9
f 8
8
7- 9

4
4
3
3
2
1
1
/ 4+ B 2 1o 1 2 3 4 f
9 _ 7 8
4 5

9

b) e)

\ .
f \ :
5/4 3 2 1o 1 2 3 6 7
f
-t
5 1 6 7

f)

h : ” (
s 1 T
al

] 1 f] 3 4 5 6 7 8 9 10

9]

Exercice 3.41 Calculer les valeurs du parametre k > 0 pour lesquelles on a

k k
2
a) / x+9 dx=28 c) / cos(2x) dx=—\/—
4 0 4
ko 129 s £ 2
b) / x“=3x+7 dx=7 d) / x“+x+1 dxz/ x“+3 dx
4 0 0
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Exercice 3.42 Calculer la valeur du paramétre m € R} tel que l'aire du domaine borné, limité par les
graphes des fonctions f et g soit égale a 9.

S(x)= —ixz g(x) =mx

Exercice 3.43 Calculer la valeur du parametre a € R} tel que I'aire du domaine borné, limité par la courbe
2
, . X . iy s
d’équation y=a*— 7 et I'axe des abscisses soit égale a 8.

Exercice 3.44 Les courbes d’équations y=1/x%, y=0, x=1 et x=c¢ (¢ > 1) délimitent un domaine borné.
. c—1 . .
Montrer que son aire vaut A(c) = ——, puis calculer “T A(c).
c c—>+o00

Calcul du volume d’un solide de révolution

Exercice 3.45 Soit D le domaine borné, limité par les droites d’équations x =1, y =0 et le graphe de
f(x)=+/4—x. Esquisser le solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de I'axe Ox et calculer
son volume.

Exercice 3.46 Soit D le domaine borné, limité par I'axe Ox et le graphe de f(x) = 3x — x> Esquisser le
solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de I’'axe Ox et calculer son volume.

Exercice 3.47

A
Un vase a été fabriqué par modélisation. On a utilisé le D le domaine 41
borné, limité par les droites d’équations x =2, x =9. I'axe Ox et le 3:
graphe de f(x) = xz—ﬁx“. Esquisser, sur le graphique ci-contre, _1_ 4 5 é 4 élb’x
le solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de I'axe Ox 27
et calculer le volume de ce vase. :Z :

Exercice 3.48 Calculer le volume du corps de révolution engendré par la rotation autour de 'axe des
abscisses du trapéze de sommets (2;0), (4;0), (4;6) et (2;2).

Exercice 3.49 Une jante de voiture a été fabriquée par modélisation. On a utilisé le D le domaine borné,

limité par les droites d'équations x = —E, x= E, y=0 et le graphe de f(x)= ! .
4 4 cos(x)

Esquisser le solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de lI'axe Ox et calculer son volume.
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Exercice 3.50 Calculer le volume du corps de révolution engendré par la rotation autour de 'axe des
abscisses du domaine borné par les graphes

a)
R

y=x>-3x+8
y=—x>—x+12

b)

c)

d)

Ay
) \

y=2

y:

=

pourxe[%;2]

X

>

Exercice 3.51 Soit D le domaine borné, limité par les axes ainsi que les graphes de f(x)= V25—-x2 et

g(x)=-2x+10. Esquisser le solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de I'axe Ox et calculer
son volume.
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6.4 Fonctions exponentielles

Exercice 4.1 Pour la fonction exponentielle de base a, notée exp, :

a) Quelle est I'expression de la fonction ? j) Quelle est Iimage de 3 ?
4
b) Quelle est la différence entre exp, k) Que peut-on dire sur I'image d’une somme?
. . 5 )
et la fonction puissance 27 I) Que peut-on dire sur I'image d’une différence?
o . s
c) Quelles sont les conditions que doit remplir a7 m) Que peut-on dire sur exp,, ?
I I Sfinition ? .

d) Quel est son ensemble de definition n) Que peut-on dire sur exp,,?
e uelle est son image? .

) Q 9 0) Que peut-on dire sur exp,. ?

f) Quelle est sa fonction réciproque ? , . .

p) Lorsqu’on parle simplement de la fonction expo-
g9) Quelle est I'image de 0? nentielle, dans quelle base est-on ? Quelle est sa
h) Quelle est I'image de 17 fonction réciproque ?

i) Quelle est I'image de —-27? q) Pour quel y, exp,(x) =exp(y)?

Exercice 4.2 Calculer I'ensemble de définition, I'ordonnée a l'origine et le signe des fonctions suivantes.

2 — 1 1
a) f(x):xexl b) f(x)=e x4 ) fX)=(x+3)-e" d) f(x)=e™"
Exercice 4.3 Calculer les dérivées suivantes.

a) (e¥)’ b) (e\/;) 0) <ex3+‘)' d) (eX“.eX)'

Exercice 4.4 Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a)

x2

1 b) f(x) — e\/x2+x

fo)=

eX

o)

1

1
fx)=(x+3)e” d) fx)=e™"

Exercice 4.5 Calculer I'ensemble de définition, les zéros et la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(x)=e> d) f(x)=Cx+1)-e 9) f(x)=;ct51

b) f(x)=¢* &) f(x)=x" h) f(x)=sin(x)esn®
o) f(x):e% f) f(x)=e*—3e*+2 i) f(x)=erost0
Exercice 4.6 Calculer les primitives de ces fonctions.

a) flx)=e™ Q) flx)=e> e) fx)=e"e +1)
b) f(x)=e>*! d) f(x)=(x—3)e o f) fO)=("+1)
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Exercice 4.7 Calculer les intégrales indéfines suivantes.

a)

X
/e;—ldx

b) /e(4x5—2x2+3) . (5x4 _ x) dx

Exercice 4.8 Calculer les intégrales définies suivantes :

a)

Exercice 4.9 Etudier la fonction f(x)=

2
/idx
| e

2
b) / e 7 dx
1

(a I'exception de 6(x)).
eXx—2

2 2
c) / x-e* dx
0

) / e e (3x +4x) dx

2
1
d) / 1 d4x
1 \/;e\/;

Exercice 4.10 Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)=6e* —e>* (a I'exception de 5(x)).

Limites de fonctions exponentielles dont I'exposant est une fonction

Exercice 4.11

a)

b)

)

lim e*!

X—>—00

lim &*!
X—=+00

lim e'™*
X—>—00

Exercice 4.12

a)

b)

9]

d)

x+1
. =
lim e”

X—>—00

x+1
. x=5
lim e
X—=+00

x+1

. =
lim e*
x—5

Exercice 4.13

Exercice 4.14

Exercice 4.15

Ds, Dc

Calculer les limites suivantes.

. 1—x . —x2
d) xlyILo ¢ g) xlyILo ¢
e) lim 1 h) i x—x?
X—>—00 eX—l )x—I>Tooe
. 1
f) lim iy lim —L

x—+o00 ex—l x—=—00 | —eX

Calculer les limites suivantes.

2x—11 1-x

. x=5 . . 2_9
e) lim e i) lim e”
X—=>—00 X——00
2x-11 12_x
. =5 . . _
f) lim e” j) lim e o
X—>+00 X—>+00
2x—11 Iz—ix
- =3 - )
g) lime”~ k) lim e*
x—5 x—-=3
< <
2x—11 d=x
. =5 . -9
h) lim e~ ) lim e*
x—5 x—-3
> >

Etudier la fonction f(x)=

ex—2

8

Etudier la fonction f(x)=e¢*"> (& I'exception de 5(x)).

Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)= e"‘z(é I’'exception de 6(x)).

82

(a I'exception de 6(x)).

3)

k)

m)

n)

0)

P)

1

x—+o00 | —eX
1

lim (3—x)e"
X—>+00
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Calcul de limite de fonctions exponentielles

Exercice 4.16 Calculer les limites suivantes a l'aide du théoréme de Bernoulli-L’'Hospital.

. eX—1 €2X—1 li X e3x
a) lim ; g) lim xe . .
) x=>0 X 9 )lcl—% x xoeo ) xﬂrpoo 5—3ex
X
-1
¥ —e? _ 1 h) lim ¢ . 3-5¢"
b) >Ic|—rg x=2 e) xﬂrpoo x+2 e x24T ) XHTOO 5—3e*
xe* . . e . 3—5¢"
li i x i) lim ) lim
©) xl—rr(]) 1—eX f) xhrpoo xe ) x—+c0 5—3e* ) x——c0 §5—3e*

Exercice 4.17 Calculer les limites suivantes a l'aide du théoréme de Bernoulli-L’'Hospital.

1 1 1
a) lim x-e* b) lim x-e” c) lim x-e* d) lim x-e

x—0 x—0 X—>+00 X—>—00
< >

==

Exercice 4.18 Calculer les limites suivantes en utilisant la « régle du plus fort » lorsque c’est nécessaire.

i e x*+1
a) lim i ; 2\
) xotoo x2 4 1 c) xﬂrpoo o e) xﬂrpoo (1=x%)e
e~ 2 2
. . X . x
b) xﬂToo 1—x2 d) xﬂrpoo (x"+1e f) xﬂToo (x"+1e

Exercice 4.19 Calculer les limites suivantes en utilisant la « régle du plus fort » lorsque c’est nécessaire.

X

. — 1
a) lim e~ ; e x
g) lim e
X=heo x—-c0 x241 k) lim —
5 x;»() x2
b) Ilim x°-e*
X—>+00
h) i 1-x? L
; - im N i *x2
c) lim x-e* x ) lime” -x
) Xm0 X—+00 e x;»()
d) lim x*.¢%7 3 i,
X—>—co i) lim X m) lim e* -x
x—0 eX x—<>()
e) lim x%.e™¥
X—+00 |
X 1 e_}
f) lim j) lim x-e* n) lim
X—+00 X2+1 x;»() x;,() X

Exercice 4.20 Calculer les limites suivantes.

i e S+1
a) lim i X ; N
) oo X3 41 c) lim p e) XL'TX, (1=xNe
ex
b) lim d) lim (x*+1)e* f) lim (3+1)e*
x—+oo | —x4 X——00 x—+00

2
Exercice 4.21 Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)= xTx (a I'exception de 6(x)).
e

Exercice 4.22 FEtudier la fonction donnée par I'expression f(x)=(x>—6)-e¢>* (a I'exception de §(x)).

X

Exercice 4.23 Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)= 5 ¢ (a I'exception de 6(x)).

_eX

Exercice 4.24 Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)= xe**! (a I'exception de 6(x)).
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Problémes

Exercice 4.25 Selon un professeur de mathématiques farfelu, le nombre de faits dont se souviennent ses
éléves t jours aprés un examen se calcule avec la fonction :

2000

N@) =
® 1+e¢f

a) Calculer et interpréter N(0).
b) Calculer et interprétertlir+n N(@).
—T00
c) Démontrer que cette fonction est décroissante.

d) A partir de combien de jours aprés I'examen, les éléves se souviendront-ils de moins du quart des
connaissances de départ?

Exercice 4.26

Déterminer I’équation de la tangente au graphe de f(x)=e** —4e* en
son point d’intersection avec I'axe Oy.

Exercice 4.27

Un rectangle ABCD est tel que A et B sont sur Ox, alors que C et D
2 ,

sont sur la courbe y=e¢™* . Calculer les coordonnées de ses sommets

pour que son aire soit maximum.

Exercice 4.28 Soit la fonction f(x) = (x?>+ax+b)e*. Déterminer a et b afin que le graphe de f soit tangent
alaxe Ox en x=1.

Exercice 4.29

Soit les fonctions f(x) = (x+1)e™™ et g(x) = —e*+a. x+De™
Déterminer a de sorte que les graphes de f et g — >
se coupent en I'extremum de f. BRI

Exercice 4.30 Soit f la fonction donnée par I'expression f(x)=e* + x.

a) Cette fonction a-t-elle un zéro dans [0;2]?

b) Calculer I'aire du domaine D borné, limité par les droites d’équations x=0, x=2, y=0 et le graphe de

f.

c) Calculer le volume du solide de révolution obtenu en faisant tourner D autour de I'axe Ox.

Exercice 4.31 Soit kK € R. On fait tourner autour de I'axe Ox la surface située sous la courbe d’équation
y=ke* et entre les droites x =0 et x = 1. Pour quelle valeur de k le volume du solide obtenu vaut-il z?
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6.5 Fonctions logarithmiques

Exercice 5.1 Calculer I'ensemble de définition des fonctions définies par les expressions suivantes.

a) f(x)=(x+5)In(x+2) e) f(x)=x-In(x>+x%—x) h) f(x)z(x—7)'”(X+2)
In(x+1)
b) f(x)=x+5In(|x+2]) _ 2+In(x)
f) f(x)_—l—ln(x) i f(x)=|n<2+x>
c) f(x)=In(x2-9) *
xIn(2+x) . In(1—x)
d) (o) =In(x>=9)) 9) S =a 5 NI =3 0G0
Exercice 5.2 Déterminer les zéros des fonctions de I'exercice précédent.
Exercice 5.3 Etudier le signe des fonctions suivantes.
a) f(x)=In(2~4x) . i (22X _Inx+3
) f(x X b) f(x) N c) f(x) In(l_x> d) f(x)_ln(x)—Z
Exercice 5.4 Calculer les limites suivantes.
a) lim |n(l> b) lim |n<l) Q) lim |n<l> d) lim |n<l)
X—>+00 X X——00 X x—0 X x—0 X
< >

Que peut-on dire sur la fonction donnée par f(x)=In <l) grace a ces limites?
X

Exercice 5.5 Calculer les limites suivantes.

a) lim In(x*=10x+25) b) lim In(x*=10x+25) c) limIn(x*=10x+25) d) lim In(x*=10x+25)
< >

Que peut-on dire sur la fonction donnée par f(x)=In (xz— 10x+25) grace a ces limites?

Exercice 5.6 Calculer les limites suivantes.

. 442x . 442x . 442x

a) lim In( ) c) lim In( ) e) lim In( )

X—>+00 3+x x—-3 34+x x—-2 3+x
< <

. 44+2x . 442x

d) lim In( ) f) lim In( )

b) lim |n(4+2") ) m (3 ) Jim, (35
X—>—00 +x > >

44 2x
3+x

Que peut-on dire sur la fonction donnée par f(x)= In< ) grace a ces limites?

Exercice 5.7 Calculer les limites suivantes.

a) lim In<4+2x|> c) lim In(4+2x|> e) lim In<4+2x|>
x—>+00 3+x x—>=3 3+x x—= 3+x
< <
. 442x . 442x
d) lim In<| |> f) lim In(‘ |>
b) lim In<‘4+2x|> ) lim, 34x ) Jim, 3t x
x——00 3+x > >

442x
3+x

Que peut-on dire sur la fonction donnée par f(x)=In <| D grace a ces limites?
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Exercice 5.8 Calculer les dérivées.

a) (,n(5x)>’ b) (|n(2x2))’ ) <In(x3+1)>/ d) <—::EX;;;>
X

Exercice 5.9 Calculer I'ensemble de définition, les zéros et la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(x)=In(-4x+5) b) f(x)=In(x>-x) ) f(x)=x(In(x)—1) d) f(x)=:n2x;_?
nx)—

Exercice 5.10 La capacité pulmonaire C, en litres, d'une personne en fonction de son age se calcule avec

la fonction
110(1 -2

ol 7 est I'dge exprimée en années et ¢ > ¢”.

a) Calculer la capacité pulmonaire d’une personne agée de 10, 20, 30 et 70 ans.

b) Calculer I'age auquel la capacité pulmonaire d’'une personne est maximale.

Exercice 5.11 Déterminer I'équation de la tangente a la courbe y =In(x) au point d’abscisse e.

Calcul de limites de fonctions logarithmiques

Exercice 5.12 Calculer les limites suivantes a I'aide du théoreme de Bernouilli-L’'Hospital.

; e’ c) lim x%-¢&* e) lim e™*-In(x%)
a) xﬂToo In(x) xmTee xre
b) lim x3-In(x) d) lim In) f) i X
lim o o ) lim e*-In(=x)

Exercice 5.13 Calculer les limites suivantes a |'aide du théoreme de Bernouilli-L’'Hospital.

. In(4-x) . x—2 x24+x=3 li —x2).

| c . g) lim (x—x%)-In(2x)
R gy 9 T Tnea =

o In(x) -1 d) lim —X=2 A lim —& h) lim e *+3.1n(2x)
by Im — %~ ) =) VI e x20

Exercice 5.14 Calculer les limites suivantes en utilisant la « régle du plus fort » lorsque c’est nécessaire.

) lim > c) xLirpm(HxS)-ex e) lim e X In(x>+1)
x—=+o0 [n(2x)
. 3 o In(x*+2x-3) ,

b) X|Lr61+ (x"+x)-In(x) d) xE»Too T f) xﬂrpoo e*-In(=2x)
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Exercice 5.15 Calculer les limites suivantes.

. In@2+x) ox—1 In(x2—8) . 2x+3
— c) lim ; lim
a) lm ——7 )M ineo e Im —— 9 xz0 x-In(x)
_ . In(x) . 1
b) lim In-1 d) lim —= £ lim 2X*3 h) lim x-In(—)
oo x2— 2 20 x x=+%0 x-In(x) 2 x
Etude de fonctions logarithmiques
Exercice 5.16 On donne le graphe d’une fonction f :
(3;e)
(2;2),/\
=21)
A (175, 1)
(-0,5;0) (1.5;0)
©;-1)

(0.5;-1.5)

On considére la fonction g définie par g(x) =In(| f(x) |). Sans chercher de formule algébrique donnant f(x),
mais a l'aide d’observations faites sur le graphique ci-dessus,

a) déterminer les zéros de g(x),

b) déterminer le signe de g(x),

c) déterminer les équations des asymptotes de g(x),

d) exprimer la dérivée de g a I'aide de f(x) et de f'(x); en déduire la croissance de g,

Exercice 5.17

Exercice 5.18

Exercice 5.19

Exercice 5.20

Exercice 5.21

Ds, Dc

Etudier la fonction donnée par I'expression f(x)=In <x2+ %x)

Etudier la fonction donnée par I'expression g(x) =In(|2x +3|)

Etudier la fonction donnée par I'expression A(x) = In (2x—3)
X
Etudier la fonction donnée par I'expression f(x) = In?(x)- (1+In(x))

In(x?)

Etudier la fonction donnée par I'expression g(x) = —————
2In(x)—1

87
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Exercice 5.22 Déterminer les fonctions f et g sachant que :

a) f’(x)=§ et f(-1)=5 b) g’(x)=§ et g(e)=—g(e?)

(1+In(x))?

Exercice 5.23 Soit la fonction f(x) = —————. Déterminer le réel k> 1 de sorte que l'aire de la région
p

du plan comprise entre la courbe y= f(x) et les droites x = k et y=0 soit égale a g

. . . P x> —6x+8
Exercice 5.24 On considere la fonction définie par f(x) = 1 sur ]1;+oco[.
X —

a) Déterminer les zéros de f et son extremum.
b) Donner I'équation de I'asymptote oblique de f.
c) Esquisser le graphe de f a l'aide de ces éléments.

d) Calculer I'aire du domaine borné, limité par le graphe de f et I'axe Ox.

e) Calculer I'aire du domaine borné, limité par le graphe f, I'asymptote oblique et les droites x =2 et

x=1+e.

f) Calculer I'aire du domaine borné, limité par le graphe f, I'asymptote oblique et les droites x =2 et y=0.

g) Calculer I'aire du domaine borné, limité par le graphe f les droites x=2, x=4 et x+2y—-2=0.

Fonctions exponentielles et logarithmes de base a

Exercice 5.25 Déterminer I'ensemble de définition et la dérivée des fonctions suivantes :

a) f(x)=log,(2x+3) b) f(x)=logs(x>—2x+1)
) flx)=3">"* d) f(x)=2V**+!

Calculer les intégrales suivantes :

3 1,
e) /4xdx f) / 2 xdx
1 -1

Calculer les limites suivantes :

X _nx lo +2
g) lim 8 -2 h) lim M
x—=0 4x x——1 x+1
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7 Solutions

7.1 Réponses - Révision sur les fonctions

a) (x—2)(x—3)(x+5) e) (x+3)(x+2) i) Qx+DBx+5)

L b) 7x(x+V5)(x— V%) f) —(x—6)(x+1) i) 2+ D)(x+3)(x—3)

. C) (x+35)(x%—5x+25) g) 2x—1)> k) Gx+1)Bx—1)(Tx+3)
d) (11x2+1)(x>+1) h) 2x—1)3 ) (x—5)(x2+5x+25)
a) S:{m;—m} d) S={1}

1.2 b) §={7} e) S={0; -1}
c) S={logy(7)+2} f) 5= { iﬁi 1111(2) } _ { — ;(1 T;g—(il = }

1.3 a) CHF 107939,30 b) 20 ans c) 0,53%

1.4 En 70 ans

a) =2 d) indéfini g) —4 i) %
1.5 b) 4 e) indéfini h) -3 k) 2
1 L3
- fy 0 il
9 3 ) ) 3 1
a) §=1{3} d) s={Veo}={2Ve)
3
1.6 b S={\/7_5}={7\3/49} e) S={3:4)
) S={ 1 } f) S={0} La solution 120 est éliminée.
e—1
Vkez
a) x+§=%+2kn ou x+7zr=%r+2k7r S={—%+2kn}u{%+2kﬂ}
b) x=Z =2 +2kn S={2k7r}u{—+2k7r}
Q) 2-Z=%40kr  ou  2x—-Z=T Lok S:{—S—”+k }u{f+kn}
1.7 3 6 6 12
d) dx—Z =% 4 2kr S={k-§}u{—+k —}
T T
e) 2x+rn=24kn S—{g+k E}
) 2= Z yka S—{—f+2kn}
h R )
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Vkez
b4 T T 4r Sx hY 4
a) 2x+l=-Z+2kr  ou  2x+Z=TF4lr S—{—E+kn}u {E+k7r}
b) sin(x)=+1 x=+% +2%n S={+—+2kn}={7—r+k7r}
2
1.8
3 1 2r
c) cos(x)_z ou cos(x)_—z S_{i? +2kﬂ}
2= 1 - O 3n Y ESPYE;
d) cos’(v)= 3 cos(x)—J_r\/E S—{i4+2k7r}u{i4 +21m}_{4+2k2}
a) D;=R h) Dy=]-00:0[U]0;5[
b) Dy=R\{-4:-3;3} i) Dy=R\{0;5}
c) Dy=R j) Dy=R
1.9 4 p.-[.2. ) Dp=R\{=2 +2krlkez}
o=l e
e) D,=[-3:0]U[3:+ - i r
) Dy=[-3;0]U[3;+oo[ ) D, [R\{6+k3|kez}
f) Dp=14:5] m) D;=R\ {kz|k € Z)}
9) Dy=R,\ {9} n) Dy=R%\ {1}
3 0 100
-5 -3 0 5
S + 0 -l —0+ 0 — f(x) Mmoo+ 0 -
a) f)
—4 0 1 g) périodique sur 2z (et méme sur )
) £(x) -0 + 0 + 0 + 0o § Z X IE oo
f(x) -1-0+0—-0+0—-1
—4 -1 1
1.10
0 fx) R | | B S | h) période 2x
I3 3
0 37 F 2
-3 - 4 ) 5+40-0+5
" f(x) -0 + 0 - | +
i) période 67
3 O
10 0 7 7 671'
&) f(x) + 0 f(x) 1 +0 -0+ 1
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Solutions

a) période 2z —1n(2) _%
0o T 2 " fo | o+ 0 - o+
f(x) 2 + 0 + 2
0 €
b) période = 2
7 & f(x) mol o+ 0 -
1.11 0 2 r
fx) =0 + | ,
0 3
4ri z fx) + 0 = Al
c) période 3 f)
o1 2
S(x) O + Il - 0
A=A X2 4oxhh? X
1.12 f'(x)= wrn) —Wx) _ X" +2xh+h”—x" _ _
R
Vx+h- _
1.13 f'(=lim 2 VX im —xthex h = lim ! =
h~0 h h=0 p(Vx+h+y/x) 120 n(Vx+heyx) 70 Vxrhty/x 24/
1 1 X _ x+h x—x—h —-h
114 ,, . x+h x _ . x(x+h) x(x+h) _ . x(x+h) . x(x+h) _ -1 _ 1
fe=lim = — = im 3 = B il i} S et
a) f'(x)=15x2+8x—1 N re  3xP—42x—4
; T
b) g/(x)=——5
x k) A (x)=cos?(x)—sin?(x) =2cos2(x)—1 = 1-2sin(x)
, 20
Q) h(x)=—-=— M
5 I = ——
X ) i'(x) 0200
. 4x3
d) i')=— m) f'(x)=21(3x+5)°
1.15 o) j’(x)=§\/} n) g'x=
2 x2+3
f) k’(x)=$ 0) h'(x)=—4sin(4x+ ) =4sin(4x)
X
, ] p) I'(x)=(Q2x—1)3(5-x)*(~14x+43)
9) ' =-—=
2Vx L (+7) x4 40x-7)
h) m'(x) = —sin(x)+ cos(x)+ 1 + tan2(x) W J0= (x+5)2
) fl(x)=3x2—18x=21=3(x=T)(x+1) ) k(x)=12sin3(3x) cos(3x)
a) f'(x) = cos(x)eSn®) &) J'(x)= 3x32+1
x4+ Xx
b) g’ (x)=(1+x)e* f) k'(x)=In(x)
, 35
1.16 _ g9) I'x)=
c) h(x)= 2 Sx+1
ex+2 35
. ) m)=5"
S5eV*
d) i'(x)="="— N ey = 1 —In(x)
24/x i) n'(x) )
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_ 2
g,(x)z(x 2)(;+1) y
X
L [ -t [ [ol [ 2 [ |
[+ o [+[n[-] o [+]
1.17 plat TR MIN / 27/4}» X
(-1;0) (2;27/4) — ‘ >
-1 2
1-18 y=_x+]
S () =2(x-3)*2x-3) A
l | 3 ] HE l 1
. - [ o [ + [ o] + |
1.19 N MIN / plat /
(3/2;-27/16) (3;0) - ; : >x
3/2 3 4
T-27/16
. 3,27
Le minimum global est (5’ 16)'
Le maximum global est (4;3).
_ (x+H(x-3) ) _0BH . cos(x) 1 _
A fO= 5T D lim/@=5=In—=17!
AV :x=-2etx=5 Trou : (0;1)
_(x+2%(x—2)2
b) )= (x+3)(x=2) g) Trou : (9;—%) Point limite : (0;—%)
AV : x=-3 et trou : (2;0)
1.20 (x—1)(x-3) h) fF(x)= x-3
C =—— =
) I (x—1D(x2+3) Vo-x2
Trou : (1 ;_%> AV au bord de I'ensemble de définition : x = -3
et point limite trou (3;0)
(.18
d) Trou : (1, 7 )
i) Trous : (0;5)
(.13 - T
e) Trou.(,g) AV : x=—1 AV en x= % +k% Vkez
a) AH;yzé c) AH: y=0 e) AH: y=4
1.21
b) AO: y=x-1 d) AO: y=x f) AO: y=x-2
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a) AV:x=1; AO : y=x+5

1
3 1
12x —4 - 0 + +
(x — 1) + + 0
6(x) - 0 + [ +
f(x) est sous AO sur AO sur AO
, . 1 16
Le graphe coupe I’AO au point (??)
1.22
b) AV'x—g' AH : =1
T3 A
1 2
3 3
12x — 4 - 0 + +
9(3x —2)? + + 0
5(x) - 0 + I +
f(x) est sous AH sur AH sur AH
, . 11
Le graphe coupe I'’AH au point (§§>

7.2 Réponses - Optimisation

x : longueur des c6tés latéraux, y : longueur du coté face au batiment

co(t de construction : C=20-2-x+30-y=40x+30y x-y=108 = y= 108
X
3240 x*+8l1 2x-x—(x*+81)  x2_81
C(x)=40x + — =40— Ey= IR”; C'(x)=40 =40
x X x2 x2
2.1
0 9 MIN : (9;720)
C'(x) /7 - 0 +
c Le co(t de construction est minimal pour un enclos
(x) N MIN S mesurant 9 m (cotés latéraux) sur 12 m.
h : hauteur en meétres x : largeur en métres
2 40(x* - 100
C = 40x +64h h=12 C(x) = 20X +4000 Ey=R% ()= 2~ 100)
2x X x2
0 10
2.2 ;
C'(x) /7 - 0 +
C(x) N\ MIN /
MIN : (10;800)

Le co(it de construction minimal est de 800 Frs. (10 m de large et 6,25 m de haut)
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xyh =96 y=2x 2x2h =96 h=28
x2
aire des 3 cOtés : (x+2y)z=(x+4x)% =240 aire du toit : xy=x2x=2x2
X X
' 3
P(x) =240- 240 | 5r5.9,2 = 377600+450x Ey=10;8]
X X
, 1350x3 — (57600 +450x)  900x> — 57/ 600
P'(x)= =
x2 X2
900x> —57'600 =0 =64 x=4
2.3
0 8
P'(x) moNn -0 4+ 1
P(x) \ MIN /
MIN : (4;21'600)
Pour une largeur de 4 m.
48
y=2-4=8 h=E=3 8msurd msur3m
a) f(0)= % =2,5 métres
10-3-(x+1
b) largeur : x+1 hauteur : 10 profondeur : 3 Vx)= (x+1) = 30x+30
X2 +2x+4 X2+2x+4 x242x+4
30(x% 4 2x +4) — (30x +30)(2x +2
Ey=10:5[ V' (x) = (x“+2x+4)—(30x +30)2x + )=
(x2+2x+4)2
30x2 +60x + 120 — 60x% — 60x — 60x — 60 _ —30x2 —60x+60 _ —30(x>+2x—2)
(x2+2x +4)2 (x2+2x+4)2 (x2+2x+4)2
-1-13 0 ~1+4/3 5
2.4 -30 - - - - -
X2 4+2x =2 + 0 - - 0 4+ +
(% +2x + 4)? + + +
V'(x) " 1 + 0 - 1
V(x) /o MAX N

Les dimensions du local de volume maximal sont : 1,73 m X 1,67 m X 3 m.

Le volume maximal est 8,66 md.

c) V)= 30 =7,5 V)= 180 =4,62 Le volume minimal est 4,62 m3.
4 39
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1200

Le nombre d’heures pour parcourir 1’200 km a la vitesse moyenne v est de t = —.
12

Le salaire du chauffeur pour le trajet de 1’200 km est de s(v) =30t =

Le co(it total du trajet comprend le salaire du chauffeur et le co(it de I'essence utilisée.

36’000

Le co(t de I'essence pour le trajet de 1’200 km est de C(v)-12-2= (@ + §>24.
U

i / ’ 2 / 2
P(U)=36000+24(@+g>236000+15000+8Lzw Ey=R:
v v 3 v v v
, 160-v—(51'000+80%)  8u%—51'000
P'(v)= =
2.5 v? v?
—1/6375 0 6375
802 — 517000 + 0 - - 0
2 + + 0 +
P’ (v) " i Il - 0
P(U) . MIN

Le colit de trajet est minimal pour une vitesse moyenne de 79,84 km/h.

a) a=0,05 b=1+4In(54)~4,99

2.6  b) H'(1)=0,05(=2+5)-~ + E,=R

c) 25,9 metres

b=15 pour la suite de l'ex.

Aprés 2 minutes et 30 secondes

a) A) 9-(1-0,005)20 ~8, 14 milliards d’habitants

B) h,(20)~1,8°C

—t

80

C) hi(H= 00" MAX en t =80 MAX en 2110

2.7 D) h(80)~4°C
b) A) hy(20)~2,4°C
oo (40=1)-e—t/40 _

B) hz(t) v — MAX en t =40 MAX en 2070

C) hy(40)=~2,9°C
Ds, Dc 95
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Aire = petite diagonale - grande diagonale : 2 petite diagonale = 20cos(x) grande diagonale = 20sin(x)
A(x) =200 cos(x)sin(x) £y=|o:3| A’(x) =200 (—1 +2cos?(x))
z z
0 4 2
2.8 A’ (v) /.t + 0 - - m
A(v) /o MAX N

L’'angle cherché est de ;—t et l'aire de 100 cm?2. (C’est le carré.)

9 d 3 5-3tan(a)
P= CP =9t PB=15-9t t=- typ= —— tpp=—
cos(a) an(a) an(@) v AP cos(a) PB 2
3 5-3tan(a) _1.15 , 3@2sin(a)—1)
T(ax)= tan™'(—=)~1,03 rad Ey=]0;1,03 T (@)= ———
(@ cos(a) 2 (9) V=l [ (@ 2cos2(a)
T
2.9 0 6 1,03
T (v) " [l - 0 + [l "
T (v) N\ MIN [/
MIN : (’-’;4,6)
6
L’angle cherché est de 30°.
Aire = (petite base + grande base) - hauteur : 2 petite base = 10 grande base = 10+ 20cos(a)
2.1
0 hauteur = 10sin(a) A(a) =100(1 + cos(a))sin(a) EV=]O; g[ L'angle cherché est de %r
ad= w y=—§x2+8 Qf(x)z—%x3—§x2+4x+24 Ey=10;6[ %’(x)z—%x2—§x+4
2.11 maX en x=2 .szf(2)=2%6

L'aire du triangle est maximale pour P(2;%).

9—x

212 yix)= X# L’aire du rectangle OAB est maximale pour B(6;\/§>.

2.13 J(x)= —4x% +12x L'aire du rectangle PORS est maximale pour P(% ;0).

5(x) = Va2 + (2 ~9)?

2.14 La distance d’un point de la courbe y=x2—9 a l'origine est minimale aux points de coordonnées (—

2171
2 T2 )

fx)= —x2 +60x
2.15 Le produit maximal est atteint lorsque x =30 et y=30. Il vaut 900.
Le produit minimal est atteint lorsque x =10 et y =50. Il vaut 500.

‘N
N<|
=
~
|
(ST
~
[0]
~
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2.16 f(b)=306* -1 Le maximum de 4000 est atteint lorsque a=10 et =20 ou que a=40 et b=-10.

7.3 Réponses - Intégration

3.1 a) f(x) est bien la dérivée de F(x). b) cos(3x2)+5x +¢ Ve eR

F'(x)=G'(x)=
L, O F=0w=rrs

b) c=F(x)-G(x)=1

3.3 k=-3.
3.4 a) f()=10x=3 b) fr=1+— Q) fix=——
x 2¢/x
3.5 Les fonctions F et G sont toutes deux des primitives de la fonction f(x)=3x+4.
5
6 k=2,
3.6 7
3.7 1.8 = _a 4 3.4
. a) F(x)=§x +c b) F(x)=x"+c c) F(x)=3x"+c d) F(x)—Zx +c
3.8 =_1 __u c) k=-1 d k:i
a) k S b) k S ) ) 5
5
. k==.
3.9 7
3
a) 4x+c d) L 3xy/x i) E\/3 xZ+e
x ) 7 te 2
7 2 4 3
. b) =x“+c¢ s 15 _
3.10 b) 5 &) S+e h );\/?H k) —8cos(x)+c
C) Lx10+c f) _—1+C i) 104/x+c 1) 4sin(x)+c
10 2x2
| ) 13 1, _ 4 3
3.11 a) F(x)=§x +2x+c¢ b) F(x)=§x +§x +c c) Fx)=x"+x"+2x+c¢
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a) F(x)=9x+ %x2+c

b) F(t)=%t2—t+c
c) FO)=t—=In(|t])+c
3.12  d) F@)=3t-7In(|t]) +¢

e) F(t)=—§zs+12+c
le, 25

f)y F)==1+2 -1

) F(t) 50+3 +ec

g) F()y=3t+e +c¢

h)

D)

i)

k)

)]

m)

n)

F(x)= %x6—§x5+‘1—lx4—2x+c

x> —x2+5x

F(x):3 7 +c

F(x)= 21—5x5+§x4+c

F(x):—éx3+éx2—}1x+c

F(x)=-7cos(x)+3x+c¢

_7sin(x)+x

F(x) 5

F(x)= éex+c

a) F(x)=1x2+ln(|x|)—l+c ) F(x)zl_g\/;_H e) F(x)=33x—cos(x)+c
2 X 4x4 3
3.13
1
b) F(t)=—t—2+51+c d) F(r):%i/r_4+2\/?+c f) F(x)=-3Vx2—5sin(x)+c
3.14 a) F(x)=tan(x)+c b) F(x)=tan(x)—x+c¢
2) (x-2)" 4 @) 2T+ g) 3e¥+e
1 3 2 h) 1 +c
3.15 b)) ——+ Zsin( = 3x
)(S—x)2 c e) 2S|n<3x>+c 3e
i) SIn(|x])+c
2
& ZV—oF +e f) -z cos(sx+7 )+ §) SIn(x+2])+c
a) Lax?asx—1tte O 2V 4o y — =L 4.
3.16 4 3 12x4(x2 +3)4

b) é(x3+3x2+1)2+c

d ————+¢
) 4(x2 +4)2

f) %\/x3+1+c

3.17 a) %x9+%x5+49x+c

1 4,3
b) 12(x +7) +c¢

) 30-5x5

1

+c d) %x7—6x2—2+c

x3

a) F(x)= %(X+3)4+c
b) F(x)= é(Zx— 13 +e

3.18 c) F(x)=§x5—ix3+x+c

3

d) F(x)= %(7x—2)6+c

e) F(x)= %(u2 -2)%+¢

) F= G2+ e
9) F(x)=%(4x2+8x+3)5+c
h) Fo=2vAT- DVt
) F=2VeHar+e

1) F(x)=§ 3x+1+c¢

k) F(x)=Vx24+2x+c

1
1 F(x)=—4(x—+4)4+c

3

m) F(x)=—m+c

n) F(x)=gx2—x—i+c
x

a) %sin(Sx)+c

3.19
1 p 4

b) —Ecos<2x—§>+c

c) % sin3(x)+ c

Ds, Dc

d) —% cos3(x) +c

e) %tan3(x)+c

f) —2cos(x)—3sin(x)+c

98

g) Stan(x)+5sin(x)+c¢

h) —8cos(x)+4v2x+c¢

2
cos(3x)

i) +c

j) 2tan(3x)+c
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1 3247 b) —eCos() . 1 7x
3.20 3 ;¢ " *e ) Ze+dx
o)
1 2 3 1
a) 1in(|xP)+e o) =In(Ix*+1)+e¢ e) ZIn(|x])+c g) —=In(J1=2x])+e¢
3.21 2 2 2
b) _?lln(ll—3x|)+c d) %In(|3x4+4x—1|)+c f) %In(|3x+1|)+c h) %In(|x3—3x+1|)+c
a) F(x)=%|n(|x2+1|)+c e) F(x)=—il+c i) Fx)=Vx2+1+c
-
1
= — ) F(x)=———+
3.22 b)FQﬁ:—;%T+c f F& T“X h+e e
_ 2
¢) F)=3In(lx+1)+c 9) FG)=3In(x"—4])+e k) F(x):%ln(|x2—2x+4|)+c
d) Fx)=In(|x*=x=2])+¢ h) F(x)=2In(|x*+x+1)+c ) F(x)=2In(Jx=3])+c
a) /4x3—6x2+12x—24+% dx=x*=2x3 +6x2—24x+51In(|x +2|) +¢
X
3.23 . ) |
b 4 dx=-x’— —
) /(x +(x—1)2> x 5x x_1+c
4 1o 4
a) /<x+l+3x+l> dx—2x +x+3|n(|3x+l|)+c
2 2 1 1
b 2x2—x+—> dx =2x3— —x2— +c
) /( x3-3x2+3x—1 3 2 (x—1)2
C) /3x2+1 dx =x>+x+c
3.24
d) %In(|x3—6x2+2|)+c
e) /<2x2+1+;2—t11> dx=§x3+x+|n(|x—l|)+c
f) /2x2+1+x2x_1 dx=§x3+x+%ln(|x2—l|)+c
a) [(x+D(x=-3)] =(x2—2x—3)’ =2x—-2=2(x—1) ce n'est pas un multiple de 2x—7.
2x—2 a b a(x—=3)+b(x+1) (a+b)x+(-3a+b)
b) + = =
x2-2x-3 x+1 x-3 x2-2x-3 x2-2x-3
9
3.25 a+b=2 a=Z
=3 1
—3a+b=-7 b=—;

)

F(x)= % In(lx+1]) - i In(]x =3])

1 1
- - F(x)=1 e 2
3.26 f(x) il 12 () =In(|x+1])—In(|x+2])
ler rectangle : A —f(O)-l—O 2e rectangle : A AL
geA=/0ra= dge: 2716
A=y Lol 4 : A2
3e rectangle : A3=f(1) =116 4e rectangle : A T
1 16 1 25
le: As=f(2)-==1=— le: A e
3.27 5e rectangle 5 f()2 16 6e rectangle 2= 16
A= 3. L9326 . d1_®
7e rectangle : A7 = f(3) =116 8e rectangle : A T
Airetotale:wzE
16 4
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a) 21 d) —4-7In(3) 9) é i) @) m) — car 0 nest
2
pas dans Dy
3.28 4 14 5 7
®) 3 & 3 h) 2v2-2 k) -3 1
2 n) 3
. 32
c) —4 f) 3 i) e—1 D 0) 0
a) V3- c) 2 e) V2-1
3.29 2
d) — car T n'est pas dans D f) —u—f
b) 2 > p ; : z
4 0 3
a) / (x2_5x+4)dx =2 C) / x 4_x2dx+/ X 4_x2 dx =§+§=1_6
1 2 -2 0 3 3 3
y

y

=

=

1
+ / (x*=5x2+4) dx
-1

22 76 22
_B+E+E_

-1
d) ‘/ (x*=5x2+4) dx
-2

2
/ (x*=5x%2+4) dx
1

y

1 2
o b) ‘/ (3 =2x2—x+2) dx+/ (3 =2x2—x+2) dx
—1 1

8 5 37
BERETIRET) +

3.3

2 4 4 20 -2 3
a) ‘/ (x2—2x)dx+/(x2—2x)dx =3+3 =8 b) ‘/ (=x*+x+6) dx| + /(—x2+x+6)dx +
0 2 -5 -2
5
y ) 63 125 38
/3 (—x“+x+6) dx > + 2 + 3

3.32

=
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333 gin(3) 0 2

3.34

3
(2x% -6x) dx
0

=9

X
I I ¢

2
+‘/ (3x—3) dx
1

3.36 impossible car 0 n'est pas dans D

3 15
=64 ===
+2

1
3.35 ‘/ (=3x+3) dx
1 2

21
3.37/—3dx——

1 x

2 5

19 4 19 7 4316

) Ley2-2) ¢ L2 VA a2 LBl
338/1<2x+2 x2> x+/2<2x+2 X ) T3 1273
3.39 /=2
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2 2 2
a) / (Fo-gto) dx v / 70 dx- / 5 ds

2 5
b) / f(x) dx+/ g(x) dx
-3 2

5 8 5 8 8
c) / (f(x)—g(x)) dx+ / (h(x)—g(x)) dx ou / f(x) dx+ / h(x) dx— / g(x) dx
3 5 3 5 3

3.40 6,6

8 6,6
d) 16z — f(x) dx+/ 8- f(x)) dx ou 64—
0 6,6 0

6,6 8
Sf(x) dx—/o 8—-gx) dx—/66(f(X)—g(X)) dx

8
ou 167l'+1,4-8—/ f(x) dxou ...
0

6 6 1 6
e) / f(x) dx—/ g(x) dx ou / f(x) dx+/ (f(x)—g(x)) dx
4.3 1 —4.3 1

5 9,9 9,9 5 7 9,9
f) / f(x) dx+/ h(x) dx—/ g(x) dx ou / f(x) dx+/ h(x) dx+/ (h(x)—g(x)) dx
2 5 7 2 5 7

sat a) s={6} S={§+n§VnGN}
. b) s={7} c) s={0:4}
342m=%

3.43 a=1/3

3.44 |im A()=1

3.45 4

1

3.46

g
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3.47 4

9 ’
n'/ (2= Lyt dx= 183407 a4
. 100 1500

4
3.48 71'/ (2x —2) dx=%”
2

y
3.49 ‘.‘l X x4
V4 / dx=2x
'l' —r/4 COS2(xX)

3.50 a) 162 2z RE 9z
) 1627 b) 15 9 3 d 3

3 5
rr/ 25-x3) dx+7r/ (=2x + 10)> dx=¥f
0 3

7.4 Réponses - Fonctions exponentielles

a) exp,(x)=a* k) exp,(x+y)=a"tV =a*-a¥

L'image d'une somme = produit des images.
X

- a
eXpy(x—y)=a* =5

L'image d’une diff. = quotient des images.

b) exp, =2%, c’est I'exposant qui varie.
x2, c’est la base qui varie. D

RY \ {1
C) ae +\{ } m) expab(x)z(ab)x=ax'bx

d) R €XPgp = €XP, - EXPy
. X
41  © R} n) expp(0)=(3) =1
exp
f) log _ a
a eXPab = o,
g) 1 0) expgn(x)=(a")* =d"™
h) a expyn =exp,ef(x) ol f(x)=nx
i 1 p) exp(x)=exp,(x)=e* La base est ex~2,71.
a? La réciproque de exp est In.
y Vo @) exp,(x) =" = (") =€ done y=xina)
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4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Ds, Dc

a) Dy=R fO)=-1 c) Dy=R" £(0) non défini
-1 1 -3 0
f(x) + 0 — 0 fx) -0 + Il +
b) Ds=]-oco;—-1]U[0;+00[ fO)=1 d) Dy=R\{-3} f(0)=%
-3
S(x) + fx) + |l +
Vx
a) 2% b) e\/_ Q) 3x2eXH d) (@x3 4 1)eX +x
24/x
2 2~ L
8) fl= A2 0 f'0= 5"
2x+1 4/ 1
b) f'()= eV d) f/)=——e™
2Vx=+x (x+3)
a) Dy=R zéros : — f) Df=R zéros : 0 et In(2)
f'(x) =565 F(x) = ¥ 26X =3)
b) Dy=R zéros : —
) g) Dys=R* zéros : —5
£ (x) =2xe* !
o (ex=d)et 1
c) Dy=R" zéros : — f (X)ZW
1 x
f’(x)=—;e h) D;=R zéros : kx VkeZ
d) Dy=R zéros : —% période = 2z
() =Bx+4)e* £ (x) = cos(x)(1 + sin(x))eS ")
e) szlR* zéros : 0 i) szR 2éros : —
1
Fl(x)=@2x-1e” f'(x) = (cos(5x) — 5xsin(5x)) X S
a) F(x):%esx+c d) F(x):%ezx2_6x+l+c
b) F(x)=%ezx+1+c e) F(x)=%e2x+ex+c ou F(x)=%(ex+1)2+c
) F(x)=—%e_3x+c f) F(x)=%e2x+2ex+x+c
a) ex;x+c b) Tod-22a3 Q) & 4
e—1 3 4
a e’ —1 e —1 d) 2(e 1= —\/5
) — b) < ) — ) 2(e =)

104
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Dr=R\{In(2)} f0)y=-38
A
In(2) |
Fx) -+ |
} x
4.9 im f(x)=-4 lim  f(x)=0 In(2)
. S X—+00 I
AH a gauche : y=—-4 AH a droite : y=0 ——j—‘*"ﬂ **********
l | =)
im, f(x)=00 AV : x=In(2) 3
p —8e* ) _ , !
= toujours négatif donc f toujours !
) 2y ] g f touj !
strictement décroissante
D;=R f(0)=5 AH & gauche : y=0 Flx)=23—=e%)-¢* MAX(In(3);9)
y
In(6) A
Fx) + 0 -
4.10 >
In(3)
fleo| + 0 - Ly
In(3)
a) o d) 0 g) o0 o
4.11 ) + e) +o h) 0 k) 0
C) +o0 f) 0 i1 ) —o
a) e e) 2 i1 m) +oo
4.12 b) e f) 2 i) 1 n) 0
)0 g) +oo k) +o0 0) +oo
d) +oo h) 0 o p) 0
D;=R £(0)=8e2
Ay
Fx) +
4.13 x|—i>rr|oo J@x)=o0 xﬂToo /(=0 302
pas d’AH a gauche AH a droite : y=0
pas d'AV
X
’ -8 In(2) >
fo=—=
f est toujours strictement décroissante
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1
Dy=R\{2} f(0)=e—4
> A
fx) + I+ |
lim f(x)=1 lim f(x)=1 !
X——00 X—+00 |
AH a gauche et a droite : y=1 !
4.14 w
Iimzf(x)=0 trou a gauche en (2;0) |
X— 1
< 1 :
lim f(x)=+o0 AV a droiteen x=2 = TTTTTTToTooo |
x—2 " >)C
L i
, : _Sex—Z :
) 22
f est toujours strictement décroissante
Dy=R F0)=1 AH:y=0 ) =—2x-% MAX(0;1)
y
0
4.15 () + 0 -
f(x) +
Fx) — T X
>
a) 1 o) -1 e) 0 g) +oo i) —oo K 2
4.16 3
2 - 3
b) e d) 2 f) 0 h) +o0 i) 0 D) 5
4.17 a0 b) +o0 C) +oo d) —o0
4.18 ) + b) —oo ) +oo d) 0, e) 0_ f) +oo
a) 04 d) o_ g) 04 j) +o m) 0,4
419 ) + e) 0, h) 0_ k) 40
C) —© f) +o0 i) 0 ) +o0 n) 0,
4.20 ;) + b) —oo c) —o0 d) 0 e) 0 f) +oo

Ds, Dc 106 2023-2024



Mathématiques 3Ms

Solutions

D;=R £(0)=0 AH a droite : y=0 F(x)= 2"(12_") MIN(0:0) MAx<1;l2>
e=X e
0 A
fx) + 0 +
4.21
0 1
1) -0 + 0 - 1
D;=R f(0)=-6 AHagauche:y=0 f'(x)=2(x+3)(x—2) > MAX< MIN(2:-2¢*)
V6 Ve 3
b X
f(x) + 0 - 0 + :3 _(/g — |
4.22
-3 2
') + 0 - 0 +
—2647
Df=[R\{In(2)} fO)=1 AV:x=In(2) AHagauche: y=0 AH a droite : y=-1 f’()c):(zi;:x)2
In(2)
Fx) + + Il - -
4.23
In(2)
f'(x) + I+
f(x) A |
sz[R\ {-1} f0)=0 )= % ex+r1 valeur limite a gauche trou : (—1;0)
AV a droite : x=-1
DA
—1 :
[ - - 0 4+ +
4.24 !
=14 X
_1 | »
f1(x) + I+ |
F(x) 7 }
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a) N(0)=1000 : Le jour de I’'examen, les éléves se souviennent de 1000 faits.

b) Ilim N@)= 2000 =0 : Les éléves finiront par tout oublier.
t—>+o0 o0

Lol
4.25 ) N’(t)=—2000 ¢ est toujours négative.
(1+e")?
4y 2900 _ 55 r=In(7)~1,9 2 jours
1+ef
4.26 7(0;-3) F(x) =22 —4e* £1(0)==-2 tg : y=—2x-3.
A(x:0) B(—x:0) C (—x;e_xz) D (x : e_xz) ) =2xe 1) =@2—4xe>

4.27 A<—£;O>

2

(59 (59 (59

T(l;(a+b+1)e) est sur Ox = a+b+1=0

4.28 tg horizontale donc pente nulle : f/(x) = (x% +(a+2)x +a+b)e™ /() =QRa+b+3)e = 2a+b+3=0
a=-2,b=1.
4.29 f'(x)=(-x)e* MAX0;1) g0)=a a=1

a) Non car ¢* >0 et on ajoute x qui est positif dans cet intervalle.

4.30 b) 62+1
3e* + 1262 425
C) Tﬂ

7.5 Réponses - Fonctions logarithmiques

a) Dy=]-2;+00[ f) Dy=R;\{e}
b) Dy=R\{-2} 9) Dy=1-2;1[\ {0}
5.1 €) Dy=]-00;=3[ U ]3;+0o[ h) Dy=1-1;+c0[\ {0}

d) Dy=R\{-3;3} i) Dy=]-00;=2[ U R}

S1-y5 1415 2
e) sz] > ;o[ U ] > ;+oo[ i sz]_z;l[\{l e32€ }
a) —1 C) i\/ﬁ e) +1 g) —1 i) il n'y en a pas
5.2 1
b) -1, =3 et =5 d) +2v2et+V/10 H3 h) 7 j) 0
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1 .
a) Df=]—oo;§[ ) Dy=]-2:1[
1
-5 1
T 1 2
3 z ASY -0+
)|+ 0 — Junnn 5
*
5.3 d) Df=R+\{e }
1
0 — 2
b) Df=[Rej\{1} ‘ 23 e
In(x) + 3 i1 -0 + +
0 1 In(x) — 2 - -0 +
fx) -+ Fx) + 0 — |l +
a) —oo b) impossible c) impossible d) +o
5.4
Elle est définie sur ]0;+oo[. Il y @ une AV a droite en x =0. Pas d’AH.
a) +o b) +o C) —© d) —
5.5
Elle est définie partout sauf pour x=5. Il y a une AV des deux cOtés en x =5. Pas d’AH.
a) In(2) b) In(2) C) +o© d) impossible e) impossible f) —
5.6 . L R N .
Cette fonction est définie partout sauf sur [-3;-2]. Il y a des AV en x =-3 (a gauche) et en x=-2 (a droite). Il y
a un AH des deux cotés en y =1In(2).
a) In(2) b) In(2) c) +oo d) +o0 e) —oo f) —o0
5.7 i .
Cette fonction est définie partout sauf pour x=-3 et x=-2 . Il y a des AV des deux cotés en x=-3 et en x=-2
. Il y a un AH des deux c6tés en y =1In(2).
1 2 2 3
58 a) - b) = Q) X d) ———03
x x x3+1 x(ln(x)+2)
5 . / —4 4
a) r ]—o0 4[ Z€ro en x f(x) it Ax3
, 1+/5 2x—1
b) D;=]—0;0[U]l;+c0 zéros en x = "(x)==——
5.9 ) Dr=] [U] [ ) f()x2_x
c) Dp=RY zéroen x=e f' () =In(x)
, 1
d) D,=R*\{e} zéros en x = e? ")z ———
r=R ! x(In(x)— 1)2
11(In(20)-2) 11(In(30)-2)
a) C(10) = 11(In(10) —2) =~ 3,33 | C(20) = — ¥ 5,48 | C(30) = —s & 5,14 1
11(In(70)-2)
by C’(1)=110°= 'Zn(’) Max pour x = 3 ~ 20, 1
t
La capacité pulmonaire est maximum a I'dge de 20 ans.
5.11 x—ey=0
512 ) b) 0 c) 0 d) 0 e) 0 f) 0
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a) —1 e) +oo
-1
b) — f
5.13 ) e ) Feo
c) 0 (la limite n'est définie qu’a droite) g) 0
1
d) 1 h) —oo
5.14 3) +o b) 0, c) 0_ d) 0, e) 0, f) 0,
a) 1 c) 1 e) 6 g) —o
5.15
b) L
202 d) —oo f) 0 h) 0
) _ 1 1 1,7
) -2,01,7 by | 0,5 0 ,5 75
4 g |+ 0 - | -0+ 0 - || -
o] 3 . PN ) . .
5.16 C) AV ix=—- et x=2 AH : y=In(2) d) g'(x)= MAX (0,5:In(1,5)) MAX (3;1)
. 2 2 F(x)
x -0,5 0,5 1,5 3
g(x) | \ Il /S O MAX N ||/ MAX N\
B 3 , o ;o 4x+3
Dy=|-o0i=3| U 10:tol £(0) non défini =5
AV a gauche : x=—% AV a droite : x=0 pas d’AH
3 1
—2 —3 0 2
5.17 fx) + 0 = A omm N - 0+
3
_E O
£ e | 77777/ |
fx) N i
— _E — !’ — 2 . __E ’
Dg—[R\{ 2} 2(0)=In(3) g=— AV : x=—3 pas‘dAH
-2 -3 -1 |
g(x) + 0 - I - 0 + ;
|
5.18 x_% ) -
_3 5\ o
2 2 |
g'(x) - |+
g(x) N/
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Solutions

Dy =]-0;0[ U ]§;+oo h(0 non défini h'(x)= (23 3
XX —
AV a gauche : x=0 AV a droite : ng AH : y=1In(2)
L
3
0 5 3 |
h(x) S |7/ | B ‘
5.19 . |
|
0 312 3y
' (x) + o 1+ |
h(x) 1/
szRj_ f(0) non défini  f'(x)= W Max 31 ;i Min (1;0) AV a droite : x=0
x Y2
pas d’AH
0 1 1
e
F(x) el - 0+ 0+
5.20
0 ‘3:2 1
F(x) el + 0 — 0+
(%) mik 1l / MAX \. MIN /
. e 2
D, = R* 0) non défini ! = - trou : (0;1 AV :
e = RE\ {V/e} g(0) 80 =~ ST (0:1) x = e
AH :y=1
|
0 1 Ve !
g(x) i + 0 - + |
5.21 A I |
|
1 \ £
0 Ve T~ -
g(x) L/ | e | 1 \}z
&' (x) w1 N N :
5.22  a) f)=In(lxD+5 b) f(x)=|n(|x|)—%
5.23 k=e.
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a) zéros : 2 et4 MIN : (1+\/§;2\/§—4>
b) y=x-5
o))
o\
p
2 7 >
-5
5.24
d) /4(x—5+i) dx|=4-In27)
2 x—1 -
1+e
e) / 3 dx|=3
2 X—]
3 9 1
f) /(x—S) dx—(4—In(27))=§—4+In(27)=§+ln(27)
2
3001 3 4 3 1 9 27\ 3
q) /2 ((—§x+1)—(x—5+xj)) dx +/3 ((x—5+m)—(—§x+l)> dx —Z—In(8)+ln(§>—z
_3 3
_2+3'n<4>
3. ’ (x) = 2 30
a) Df_]_§’+°°[ F®= a3 ®) ho
2
b) Dy=R\{1} S0 = — s f N@
5.25 (x=1)In(3) ) >
c) D;=R J'(x) =2In(3)e@*=HNE) g) 0
d) Dy=R f'(x)=—xm(2) NV h) 1
x2+1 In(5)
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